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El cardcter vectorial de las magnitudes cinemdticas y dindmicas permite aplicar las herramientas
matemdticas que proporciona el Cdlculo Vectorial al estudio del movimiento de los sistemas mecdnicos.
Los vectores a manejar se pueden expresar con sus componentes y su punto de aplicacién, o
alternativamente con el momento que generan respecto a un punto determinado. En este ultimo
formalismo se asientan las bases de la denominada Teoria de Torsores.

Se sabe que el campo de velocidades de un sélido rigido puede asimilarse al campo de momentos
generado por un sistema de vectores, cuyas coordenadas vectoriales son la velocidad angular y la
velocidad lineal de un punto del sélido. El conjunto de ambas magnitudes define un torsor que
proporciona informacién completa del movimiento del sélido.

Los autores pretenden en este trabajo mostrar una sistematizacion del andlisis de velocidades y
aceleraciones para cadenas cinemdticas abiertas que sea simple de implementar en mecdnica
computacional.

1. INTRODUCCION

La primera formulaciéon de la Teoria de Torsores se encuentra en el “Discorso matematico
sopra il rotamento momentaneo dei corpi”, escrito por Mozzi en 1763. En esta obra, Mozzi
establece que el movimiento de un sélido se puede descomponer en otros dos; uno de ellos
es una traslacion rectilinea y el otro, una rotaciéon alrededor de un eje paralelo al de
traslacion, al que denomina “asse spontaneo di rotazione” [1].

Sera necesario que transcurra algo mas de un siglo para que vea la luz el desarrollo
completo de la Teoria de Torsores. Este nuevo tratamiento del estudio del movimiento se
debe a Ball, que en 1876 publica “The Theory of Screws: A study in the Dynamics of a rigid
body”.

Posteriormente, Ball revisa su obra mejorando los métodos geomeétricos utilizados y
profundizando en el estudio de las cadenas cinematicas [2]. En este nuevo tratado editado
en 1900, se define el “screw” (torsor) como una linea recta a la que se asocia una magnitud
lineal definida llamada “pitch” (paso) y se establece que el desplazamiento de un solido rigido
puede reducirse a un “twist” (movimiento helicoidal en torno al torsor).

En las Gltimas décadas, se ha incorporado a la Teoria de Torsores el aparato matematico del
calculo vectorial y matricial, lo que ha contribuido a impulsar su aplicaciéon en el estudio de
las cadenas cinematicas [3,4]. Con estas herramientas matematicas, el movimiento
helicoidal infinitesimal, alrededor y a lo largo del eje instantaneo de rotacion y deslizamiento
del soélido, puede representarse mediante el vector w y el escalar h que define el paso. Es
practica habitual utilizar dos tipos de notaciones para expresar estas coordenadas: una
simbdlica, en textos descriptivos y otra matricial, en calculos matematicos.

Para la representacion simbdélica suele utilizarse el simbolo $ y la siguiente notacion:

$= (a)x, Wy, W,; hwy, hw,, hwz) = w(ux, Uy, Uy; huy, huy, huz) = w$ (1)
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donde u,,uy,u, son las componentes cartesianas del vector unitario u que define el eje
instantaneo de rotacion y deslizamiento.

En la formulacién matricial el torsor se representa también por el simbolo $ y se trata
matematicamente como un vector de seis dimensiones:

=[] =l =5 g

Reparese que $ representa un torsor normalizado que se corresponde con la definicién de
“screw” dada por Ball, mientras que $ simboliza el movimiento helicoidal denominado
. : »
twist”.

2. TORSOR DE VELOCIDADES DE UN SOLIDO

Es bien conocido que el campo de velocidades de un sélido queda definido si se conocen la
velocidad angular y la de uno cualquiera de sus puntos. Asi, la relaciéon entre las
velocidades de dos puntos cualesquiera O y P viene dada por la expresion vectorial:

Up =V, + wX0P (3)

La estructura matematica de esta igualdad permite asimilar el campo de velocidades del
solido rigido a un sistema de vectores deslizantes de resultante w y momentos v, y vp
respecto a los puntos 0 y P, respectivamente.

El conjunto de coordenadas vectoriales (w,v,), o bien (w,vp), constituyen la magnitud
conocida en Calculo Vectorial como torsor del sistema de vectores. Atendiendo a su
significado fisico, se aplicara en lo sucesivo la denominacién de torsor de velocidades para
designar a este conjunto de coordenadas.

Utilizando notaciéon matricial, la expresion (3) del campo de velocidades adopta la forma:
Vp =V + 5Xw (4)
siendo {X la matriz antisimétrica formada con las componentes del vector OP:
0 Zp — Zo —p —¥o)
oX = [—(zp — 20) 0 Xp — Xo (5)
ye—Yo  —(xp—x0) 0

Finalmente, tras un sencillo artificio matematico, se llega a la siguiente relacion matricial de
los torsores de velocidades:

so=[o) =[x 2l =[zx 20 =5uso ©)

donde I; es una matriz unidad 3x3, 0; una matriz 3x3 de elementos nulos y 5U la matriz
6x6 de transformacion de los torsores.
Recuérdese que, si se reduce el movimiento a un punto / del eje instantaneo de rotacion y
deslizamiento, la igualdad vectorial (3) deviene en:

Vp =V + @XIP = hw + wXIP (7)
donde v,; es la denominada velocidad de deslizamiento y h el paso del torsor, es decir, la
relacion entre las velocidades de deslizamiento y angular.

Siguiendo el procedimiento utilizado para deducir la expresion (6), se llega a la siguiente
relacion matricial:
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p= I;U [ha;] = };U$1 = w};U§I (8)

Como ya se ha indicado, el torsor de velocidades encierra una interpretacion fisica del
movimiento que constituye la base de la aplicacion de la Teoria de Torsores en Cinematica:
el movimiento permanente de un sélido es la sucesion de movimientos helicoidales
infinitesimales, alrededor y a lo largo de su eje instantdneo de rotacion y deslizamiento.

3. TORSOR DE ACELERACIONES DE UN SOLIDO

Se sabe que la relacion entre las aceleraciones a, y a, de dos puntos de un sélido, con
velocidad angular w y aceleracion angular a, viene dada por la igualdad:

ap =a, + ax0P + wx(vp —v,) 9)

Un primer analisis de esta expresion vectorial evidencia que incluye el término adicional
wXx(Vp —vy), que no tiene su equivalente en el campo de momentos. Este inconveniente
puede salvarse facilmente con un sencillo artificio matematico que transforma la expresion
anterior en la siguiente:

ap — WXVp = Ay — WXV, + axX0P (10)

Asi, llamando aceleracién reducida a'’® al vector resultante de la diferencia a — wxv, se
puede escribir:

aE,R) = aE)R) +axoP (11)

Este fue el modo seguido por Brand [5] para expresar el estado de aceleracion de un soélido.
Se puede definir, de esta manera, un torsor de aceleraciones (a,a'®) de la forma:

TS HE 12

Siguiendo el procedimiento aplicado en el campo velocidades, se obtiene la siguiente
expresion matricial para el campo de aceleraciones:

a® = a® + Pxa (13)
De igual modo, se llega a la igualdad que relaciona los torsores 4, y 4y:
Ap = 5UA, (14)

Si bien es cierto que al campo de aceleraciones, asi definido, puede aplicarse el aparato
matematico de la Teoria de Torsores, no es menos cierto que carece del sentido fisico que
subyace en el torsor de velocidades.

Conviene tener presente que los ejes centrales de los torsores $ y A solamente coinciden
cuando el vector rotacion mantiene su direccion a lo largo del movimiento y que, ademas,
los pasos de ambos torsores pueden ser diferentes.

4. RELACION ENTRE LOS TORSORES DE VELOCIDADES Y ACELERACIONES

Considérese el caso general en el que los torsores $ y A4 tienen distintos ejes centrales y
pasos. Si ambos se reducen al mismo punto P(x,y,z), se verifica:

Ap = [tf;] - [w)?vp] =$p - [w)?vp] (15)
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Reparese que, por razones de simplicidad, se ha supuesto que todos los vectores estan
expresados en la misma base. Si, ademas, ésta pertenece al sistema fijo (0g, xy, ¥o, 29), de las
expresiones (5) y (6) se deduce la siguiente relacion entre ambos torsores:

AP=$P+01(;U$P (16)

Tiene especial interés el caso particular en el que el torsor de velocidades es un sistema de
primer orden, es decir, cuando el solido esta accionado por un par cinematico de un grado
de libertad. En este supuesto, como la rotaciéon mantiene su direccion a lo largo del tiempo y
el paso permanece constante, los ejes centrales y los pasos de ambos torsores coinciden. Por
tanto, se puede escribir:

A=a$ (17)
Aplicando esta relacion a los pares de un grado de libertad y haciendo coincidir el eje 0Z con

la recta soporte de los torsores, se obtiene:

a) Par helicoidal, representado con los simbolos $(H) y A(H):
$(H) = 0w(0,0,1;0,0,h) ; A(H) = «(0,0,1;0,0,h) (18)
Recuérdese que el paso h es una caracteristica del par y que, por tanto, s6lo tiene un

grado de libertad representado por la amplitud w.

b) Par de rotacién, designado por $(R) y A(R):
$(R) = w(0,0,1;0,0,0) ; A(R) = «(0,0,1;0,0,0) (19)
c) Par prismdtico, con los simbolos $(P) y A(P):

$(P) =v(0,0,0;0,0,1) ; A(P)=a(0,0,0;0,0,1) (20)

5. CADENAS CINEMATICAS

Considérese una cadena cinematica constituida por un conjunto de n + 1 barras enlazadas
entre si por n pares cinematicos, cuya posicion se fija mediante la notacion de Denavit-
Hartenberg [6].

De este modo, cada uno de los sistemas de coordenadas (0;,x;¥; 2;) queda identificado
mediante cuatro parametros: a;, @;, 8;,d;, siendo la matriz de transformaciéon ‘T el producto
de cuatro transformaciones basicas:

cosf; —sinf;cosa; sinf;sina; a;cosb;
i-ir — p R D R _[sin6; cosf;cosa; —cosb;sina; a;sinb; 21
i Zi—1,d;""2i—1,0i" Xj—1,0; " Xi-1,Q; 0 sin a; cos a; d; (21)
0 0 0 1

5.1.Torsores de velocidades

Los torsores de cada uno de los pares definen las velocidades relativas entre las barras
unidas por esos pares. Por tanto, el movimiento absoluto del elemento terminal se obtiene,
en virtud de las leyes de la Cinematica, sumando los torsores correspondientes a cada uno
de los pares cinematicos, previamente reducidos en el mismo punto y expresados en el
mismo sistema de referencia.

Para designar el movimiento del elemento terminal n, reducido en el punto 0, y expresado
en el sistema fijo (0, xo, Vo, 2,), se utilizara el simbolo °$(™. El torsor correspondiente al par

cinematico aplicado a la barra i se representara por el simbolo ’$;, si esta reducido en el
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punto O; y expresado en (Oj,xj,yj,zj), y por ’}$l~ si el punto de reduccién es 0, y esta
expresado en (0, x;,;,7;).

El movimiento absoluto de la barra terminal se obtiene mediante la suma:

oy =) 05 =) 95t 22)
i=1 i=1

donde ~'$; simboliza el par cinematico aplicado a la barra i, segin la notacién de Denavit-
Hartenberg, y ;_IS la correspondiente matriz de cambio de sistema de referencia:

i-1
Ss=] [<us (23)
k=1

Aplicando la igualdad (6) al par k + 1, expresado en el sistema (0y_1, Xx—1, Vik—1, Zk—1), resulta:

1 0
k-1 3 3] & 24
$ = [ — - $ ( )
k+1 k ;X 13 k—1"k+1

Ademas, se sabe que los torsores ,_*$; y *$;, estan relacionados con la matriz de rotacién
k=1R por la siguiente igualdad:

“XR 05

k—1{$k+1 = [ 0, k_I%R] k$k+1 (25)

Se obtiene, por tanto, para la matriz de cambio de sistema de referencia ¥Z1S:

k-1 k-1
iR R 0
= IS [k 1 ] k— 1 k-1 I;(—l k—13 (26)
WX IR -ixk-1R kIR

Teniendo en cuenta la expresion (5), la matriz ¥~1X adopta la forma:

0 _dk ak Sln 9’(
k=lx = d 0 —ay, cos 0y (27)
—a; sinf, a; cos 9 0
k-1p — .
y,como “;R=R, o R, o, resulta
cosf, —sinf;cosa,  sinf sina;
k=1R = [sinf; cosBcosa, —cosbsina, (28)
0 sin ay, COS a,

Finalmente, el movimiento absoluto %$™ de la barra terminal, reducido en el punto 0,, se
obtiene mediante la expresion (6) del campo de velocidades:

I

o™ = [nx I

¢, = U °$™ (29)

donde la matriz 2X esta formada por las coordenadas del vector °r,, que fija la posicién del
punto O, respecto al sistema fijo.
5.2.Aplicaciéon a un robot R-R|R

Considérese el brazo articulado de la figura 1, en la que se han situado los sistemas de
coordenadas siguiendo el criterio de Denavit-Hartenberg.
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Yo
Figura 1. Robot R-RIIR

En la tabla 1 se muestran los valores de los parametros que definen la posicion de cada uno
de los tres sistemas.

Sistema | a; | a; (rad) | d; | 6;
1 0| —n/2 |dy| 6
2 L, 0 0|6,
3 I 0 0 | 6

Tabla 1. Parametros de Denavit-Hartenberg

Utilizando la notacién de Denavit-Hartenberg, los torsores de los pares cinematicos tienen la
forma:

%,="%,="%=0 0 10 0 o (30)
El torsor de velocidades del elemento terminal se obtiene aplicando el sumatorio (22):
083 =9, %%, + 6, 95 1§, + 6, 95 %3, (31)

Trasladando los valores de los parametros de la tabla 1 a las expresiones (26), (27) y (28), se
obtiene:

0 —s6, —s6,
0 ch, ch, 9'1
1 0 0 .
0§(3) —
$ 0 —dych; —dict;+1,c6,50, lez (32)
0  —d;s0, —dis0; + 150,56, |93
0 0 l,cH,
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Para el movimiento absoluto 3$® de la barra terminal, resulta:

F 0 —s6; —s6;
0 co, co, )
1 0 0 9.1
363 = o, 02,c6; — d,ch, %2,¢0, — d,c; + l,cH,s6, 6_'2 (33)
O, 02,50, — 1568, %2356, — dy 56, + l,56,56, |03
| 0 — %350, — "x3¢0;, — y3560,— "x3cB; + 1,ch, |

5.3.Torsores de aceleraciones

El torsor de aceleraciones °A™ se puede obtener facilmente mediante la aplicacion de la
relacion (16):

[ Od)y(cn)_ [ ij(cn)'
0 P00
wrl [ (K
0 . (n) o, ()
04m) = 0§®m) 4 gU 0g(m) — w, + 0 OUZ(”) _ 0173(]71) , w, (34)
B o,m o,m i g, v
z x :
0. (n) : 0. (m)
Yy Ovj(,n) — O™ 0 : Yy
0™ | | 0™ ]

Reparese que el calculo de °§™ no presenta dificultad alguna, porque las componentes de

0™ 0,,(m) 0™

y v estan expresadas en el sistema fijo. Recuérdese, asimismo, que es la

rotacion absoluta del elemento terminal y “v™ la velocidad absoluta que tendria el punto 0,
si perteneciera a dicho elemento.

Si se aplica este procedimiento a la determinacién de 4™, la expresion anterior deviene en:
nAM = ngm) 4 ngy ngm) — ngm) (35)

La aparente simplicidad de esta relacion oculta la necesidad del calculo previo de las
coordenadas del vector °r,, relacionadas con las del vector "r, mediante la matriz de
transformacion JT:

T
[ %%, %y %z, 1] = 3T [™x, "yp "z, 117 (36)

Por otra parte, las leyes de la Cinematica permiten deducir °A™ utilizando exclusivamente
el calculo matricial. En efecto, se sabe que la aceleraciéon angular %™ del movimiento
absoluto del elemento terminal n se puede expresar como sigue:

n
0g™ = Z( a; + ‘0" Vx w;) (37)
i=1

i—1 .- .
donde °w" Vx °w; se conoce como aceleracion angular complementaria de Resal.

Analogamente, la aceleracion lineal 0a™ del punto O, tiene la forma:
n
0™ = Z( %a; + 2 0 Px %) (38)
i=1

(i-1)

siendo el término 2 °w x %v; la aceleracién complementaria o de Coriolis.
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Para definir el torsor de aceleraciones es necesario sustituir, en la expresiéon anterior, las
aceleraciones a por sus reducidas a® . De este modo, tras sencillas operaciones, se obtiene:

n
04 _ 0, 0,,() =Z( %, — %w; x v, + %@ Vx %, 4 0Dy %) (39)
i=1

En consecuencia, designando con el simbolo °A(C") al término complementario:

n o, (-1 0
P =Y @ (40)
c L ow(l—l)>< ovi + ov(l—l)>< owi

el torsor de aceleraciones °A™ adopta la siguiente formulacién:

n
04 =Z °4; + °aJ° (41)

i=1

Reparese que, con objeto de obtener expresiones matematicas sencillas, se ha supuesto que
todas las magnitudes estan expresadas en el sistema absoluto.

6. CONCLUSIONES

La expresion del problema de velocidades mediante torsores permite una sistematizacion de
la construccion del Jacobiano que es ailn mas notable si ademas se hace uso de la notacion
de Denavit-Hartenberg. Esto hace que sea muy tutil cuando se pretende generar un analisis
computacional en mecanismos de cadena abierta.

Aunque las aceleraciones no cumplen las propiedades de campo de vectores, y en
consecuencia su torsor de aceleraciones no tiene un sentido fisico tan claro como en el
analisis de velocidades, en este trabajo se ha mostrado que es posible hacer un tratamiento
integrado de velocidades y aceleraciones mediante torsores. Debe tenerse muy en cuenta
que, contrariamente a lo que ocurre con la combinacion lineal de torsores de velocidad, en el
caso de combinar torsores de aceleracion el resultado no es un torsor puesto que aparece
un término complementario.
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