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Este artículo presenta dos procedimientos para la resolución del problema de los contactos 
termoelastohidrodinámicos lineales: mediante un modelo numérico y empleando expresiones analíticas 
validadas. A parte de incluir los fenómenos térmicos originados por la fricción viscosa del lubricante, se 
ha tenido en cuenta la posible aparición de comportamientos no-Newtonianos originados por las 
condiciones de funcionamiento a las que se encuentra solicitado el lubricante en este tipo de contactos. 
Finalmente se establece una breve comparativa entre ambos métodos, comparando los valores obtenidos 
para uno de los parámetros calculados, en este caso el espesor de película. De los resultados se 
concluye la necesidad de contrastar con valores experimentales para realizar una validación más 
precisa. 

 

1. INTRODUCCIÓN 
Los contactos tribológicos en régimen de lubricación termoelastohidrodinámica (TEHD) 
están gobernados por fenómenos complejos. Su resolución presenta grandes dificultades y 
en la mayor parte de las situaciones, su modelado requiere de la resolución numérica de un 
sistema de ecuaciones no lineal o de la realización de simplificaciones que conduzcan a 
resultados analíticos aproximados [1,2].  

En un estudio exhaustivo del problema se debe de tener en cuenta  que muchos lubricantes 
dejan de comportarse como fluidos newtonianos y presentan comportamientos 
pseudoplásticos [3] bajo condiciones de operación severas, propias de la EHL. Otro 
fenómeno que aparece bajo este tipo de condiciones, consiste en el incremento de la 
temperatura del lubricante a consecuencia de la fricción viscosa originada entre sus capas 
[4-6. La suma de ambos fenómenos conduce, entre otras cosas, a que el valor de su 
viscosidad efectiva sea mucho menor que el supuesto bajo condiciones newtonianas e 
isotermas, afectando a otros parámetros fundamentales del contacto. 

La finalidad de este artículo consiste en plantear dos métodos de cálculo sencillos y 
aproximados para el problema TEHD lineal que permitan la resolución de sus principales 
parámetros característicos, como pueden ser: presiones, temperaturas, espesor de película, 
coeficiente de fricción,… para poder ser posteriormente aplicados al diseño y optimización 
de contactos lubricados EHD industriales.  

2. FLUIDOS PSEUDOPLÁSTICOS. MODELO DE CARREAU. 
La mayoría de los lubricantes no-Newtonianos, comúnmente empleados en la industria, se 
comportan como fluidos Newtonianos cuando son sometidos a bajas velocidades de cizalla, 
, y sufren una disminución de su viscosidad dinámica, η, al aumentar  a partir de un 

determinado valor, lo que se corresponde con comportamiento pseudoplástico [6]. Esta 
evolución depende del tipo de lubricante y de la presión y temperatura que alcance bajo las 
condiciones de funcionamiento [7].  



E. Chacón et al. XIX Congreso Nacional de Ingeniería Mecánica 2 

Uno de los modelos comúnmente empleados por otros autores para caracterizar este 
fenómeno es el modelo de Carreau [8]: 

ߟ ൌ μ ቈ1 ൅ ൬
μߛሶ
ܩ

 
൰

ଶ

቉
ሺ௡ିଵሻ ଶ⁄

 (1) 

donde µ es la viscosidad del lubricante para bajos ߛሶ, G es el módulo a cortante del 

La viscosidad µ de los lubricantes mente al modelo exponencial de 

μ ൌ μ଴݁݌ݔ ሺ݌ߙሻ (2)

lubricante y n es un exponente de la ley potencial. Los parámetros n y G son los que 
controlan el comportamiento no-Newtoniano del lubricante. Tal y como puede observarse en 
la figura 1, G determina el punto de transición entre la zona Newtoniana y no-Newtoniana y 
n la variación de la viscosidad con ߛሶ en la zona no-Newtoniana. 

 
Figura 1. Modelo de Carreau 

 suele ajustarse adecuada
Barus [9]: 

  

Don e μ0 es la viscosi ad a presión atmosférica y temperatura de referencia T0 y α es
coeficiente viscosidad-presión. 

 CONTACTOS LINEALES 
or central de película sin resolver 

roblema elastohidrodinámico: la 

଴ ߨ

d d  el 

3. ESPESOR DE PELÍCULA EN
Grubin [4] fue el primero en plantear el cálculo del espes
de forma simultánea las dos ecuaciones implicadas en el p
ecuación de Reynolds y la deformación elástica de los sólidos en contacto. Para ello realizó 
la simplificación de que el espesor de la película lubricada, h(x), siendo x la dirección de 
flujo, puede aproximarse como la suma de la deformación elástica del contacto Hertziano y 
una separación adicional debida a la presencia del lubricante, h0 [10]: 

 ݄ሺݔሻ ൌ ݄ ൅
4ܴܹ

൛ݔҧሺݔҧଶ െ 1ሻଵ/ଶ െ ҧݔൣ݈݊ ൅ ሺݔҧଶ െ 1ሻଵ/ଶ൧ൟ (3) 

Donde ݔҧ ൌ siendo b la semianchura de la huella de contacto hertzia ,ܾ/ݔ
ܾ ൌ ଴ܴ݌4 ⁄Ԣܧ , ܴ ൌ 1 ሺ1 ܴଵ⁄ ൅ 1 ܴଶ⁄ ሻ⁄  el radio equivalente y ᇱ ൌ 2 ሾሺ1 െ ଵݒ

ଶሻ ⁄ଵܧ ൅ ሺ1 െ ଶݒ
ଶሻ ⁄ଶܧ ሿ⁄  el

módulo reducido de Young. El valor de la carga por unidad de longitud adimensional, W, se 
según l

ߨ

no,  
ܧ   

calcula a expresión: 

 
ܹ ൌ

32
൬

ҧ݌
Ԣ൰ܧ

ଶ
 (4) 

donde ݌ҧ representa el valor medio de la distribución de presión. 
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Grubin realizó una segunda suposición para facilitar la resolución del problema. Dado que 
la presión que se alcanza a la entrada del contacto hertziano (ݔҧ ൌ െ1) es lo suficientemen
elevada, la componen e del Poiseuille en el flujo de lubricante es despreciable. Teniendo e
cuenta lo anterior, y s poniendo que la viscosidad µ del lubricante tiene un comportamiento 

ertziano ሺݔҧ ൌ െ1ሻ tiene que 

te 
n t

u
según (2), se deduce que la presión a la entrada del contacto h
cumplir que [11]:  

ҧݔሺ݌  ൌ െ1ሻ ൌ
4
ߙ
 (5) 

4. ECUACIÓN DEL CAUDAL Y DE REYNOLDS-CARREAU 

4.1. Planteamiento 
Con rando un flujo incompresible bidimensional [12] entre dos superficies 
movimiento, de velocidades lineales u1 y u2 en dirección x, con un espesor de lubrican
mucho menor que la longitud del contacto y comportamiento no-Newtoniano del fluido 

ad de ancho del fluido, Q, puede 

side en 
te 

ajustado según el modelo de Carreau (2), el caudal por unid
calcularse con la siguiente expresión [13]: 
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(6) 

donde ݑത ൌ ሺݑଵ ൅ ଶሻݑ 2⁄  es la velocidad media del fluido y τm es la tensión cortante del fluido en
el plano medio del espesor de la película. Para unas condiciones de funcionamiento 
determinadas, y unas distribuciones de τm(x) y h(x) conocidas, es posible obtener una 
distribución del gradiente de presiones, ߲p(x)/߲x de la expresión (6). Conocido este 
gradiente, la distribución de presiones es conocida realizando una integración numérica a 
partir de las condiciones de contorno para la presión. Se ha considerado que para un punto 
lo suficientemente alejado de la zona de contacto ሺݔҧ ൎ െ7ሻ [10] la presión es nula, y en el 
punto de entrada a la zona de contacto ሺݔҧ ൌ െ1ሻ, la presión tiene que cumplir la condición  

 

(5). 

A partir de la distribución de presión a lo largo del contacto lineal es posible obtener la 
distribución de τm  a partir de la ecuación Reynolds-Carreau desarrollada en [6], y que se 
muestra a continuación:  
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(7) 

4.2. Proceso de resolución 
Para calcular las distribuciones de presión y espesor de película en un contacto lineal EHD 
a partir de las expresiones (6) y (7) es necesario realizar un proceso iterativo partiendo de 
unas aproximaciones iniciales. El cálculo comienza suponiendo un valor en la separación h0 
y una distribución de presión a la entrada del contacto. 

La ecuación (7) se itera por Newton-Raphson [11] hasta obtener la distribución τm(x) para 
unos valores de h0  y distribución de p inicialmente supuestos. Sustituyendo h0, y el valor 
reci n calculado de τm, se calcula una nueva distribución de presión, p’, aplicando una 
nuevo proceso iterativo por Newton-Raphson a la expresión (6) para obtener ߲p’/߲x. Al 
finalizar cada proceso iterativo de la distribución de presión, se realiza la comprobación de 
la condición (5) y se ajusta el valor de la separación h0. Este método se repite hasta lograr la 
convergencia a la solución final empleando la siguiente comprobación: 

é

 
ቐ

ҧݔԢሺ݌ ൎ െ1ሻ ൏ 4 ߙ ՜⁄ ݄଴ ൌ ݄଴ െ ∆݄଴
ҧݔԢሺ݌ ൎ െ1ሻ ൐ 4 ⁄ߙ ՜
ݔᇱሺ݌

݄଴ ൌ ݄଴ ൅ ∆݄଴
ҧ ൎ െ1ሻ ൌ 4 ⁄ߙ ՜ ݏᇱ݁݌ ó݊݅ܿݑ݈݋ݏ

(8)  

Cuando el valor de ݌Ԣሺݔҧ ൎ െ1ሻ es inferior a 4 ⁄ ߙ la distribución h supuesta es mayor que la h 
solución, y por tanto hay que disminuir el valor de h0. Cuando sucede al contrario, se debe 

stante h0. Si ݌ᇱሺݔҧ ൎ െ1ሻ ൌ 4 ⁄ߙ  se ha logrado cumplir la 

5. ECUACIÓN DE LA ENERGÍA 
La ecuación bidimensional y estacionaria de la energía, despreciando la convección a través 
de la película de lubricante, se representa como [14]: 

incrementar el valor de la con
condición (5) y las expresiones (6) y (7), y por lo tanto, se ha alcanzado la distribución p 
solución. Con el último valor de h0 calculado se conoce la distribución h solución 
sustituyendo en la expresión (3). 

 
݇

߲ଶܶ
௙ ଶݖ߲ ൌ െ߬ ൬

ݑ߲
൰ݖ߲ െ ߚ ݑߠ

݌߲
௙ ݔ߲ ൅ ߩ ܥ ݑ

߲ܶ
௙ ௣௙  (9) ݔ߲

Don e ρf, kf,  ߚ௙ y ܥ௣௙ son la densidad, la conductividad, el coeficiente de expansión térmica y 
el calor específico del lubricante respectivamente y T representa la temperatura. 

En los cuerpos sólidos la ecuació  de la energía quedaría como: 

d

n

௣௦ܥ௦ߩ 

݇௦
൬ݑ

߲ܶ
൰ݔ߲ ൌ

߲ଶܶ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶܶ
 ଶ (10)ݖ߲

Conocidas las distribuciones de velocidad, u, y de presión, p, se puede obtener la 
distribución de temperatura en el lubricante y en las superficies de los sólidos. Para ello se 
plantea un sistema discretizado de las ecuaciones (9) y (10), se imponen unas condiciones 
frontera y se resuelve por métodos directos. Las condiciones frontera adoptadas son: la 
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temperatura de entrada y lateral de los sólidos y el lubricante es constante e igual a T0, y la 

ALÍTICO 

Suponiendo que la distribución de presión en el contacto EHL lineal se aproxima a la 
her  [15], Hamrock [16] planteo la siguie e expresión para el cálculo del esp
central de película en contactos EHD lineales co  fluidos compresibles y Newtonianos, hcN: 

temperatura interior de los sólidos es igual a T0. 

6. RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA TEHD LINEAL MEDIANTE UN MODELO AN
Una vez planteado el método de resolución numérica del problema TEHD lineal, se explica 
un método analítico más sencillo para realizar una comparación de resultados. 

tziana nt
n

esor 

 ݄௖ே ൌ ଴݌Ԣ଴.ଵଵܴ଴.ଷ଴଼ܧതሻ଴.଺ଽଶݑ଴ߤ଴.ସ଻ሺߙ2.154
ି଴.ଷଷଶ (11) 

Para el cálculo del espesor central de película con fluidos no-Newtonianos, Bair [17] propuso 
el siguiente factor corrector para la expresión Newtoniana (11):  

 ݄ ൌ
݄௖ே

൝1 ൅ 0.79 ൤ቀ1 ൅ ܴܴܵ
100ቁ ଴ߤതݑ

݄௖ேܩ൨
ଵା଴ ଶ൉ௌோோ

ଵ
.଴଴

ൡ
ଷ.଺ሺଵି௡ሻభ.ళ 

(12) 

Para el cálculo de los parámetros reológicos del lubricantes, μ0 y α, es necesario conocer la 
temperatura media del lubricante, T, en el contacto a través de la suma de temperaturas 
siguiente: 

 ܶ ൌ ܶ ൅ ∆ܶ ൅ ܶ  (13)௙ ௟ ௘  

Donde Tf  es la temperatura de flash media de las dos superficies, ∆ ௟ܶ es el incremento de la 
temperatura por el calor generado en el seno del fluido y  la temperatura de entrada del 
fluido.  

௘ܶ

ாܲ ൌ  ߯/ܾݑ

La temperatura flash se define como el incremento de temperatura que sufre la superficie de 
los sólidos en el contacto [18]. Partiendo de las leyes de conservación de la energía y de la 
transmisión del calor, Archad [19] planteó un método analítico para el cálculo de Tf  en cada 
superficie. Las expresiones obtenidas para el flash térmico varían en función del número 
adimensional de Peclet (PE), que define la transferencia de calor hacia el interior de los 
sólidos en contacto [20], según sus propiedades térmicas y el régimen de velocidad en el que 
la fuente de calor se desplaza sobre la superficie. 

 (14) 

siendo u la velocidad de cada superficie y χ la difusividad térmica del sólido. En la expresión 
analítica desarrollada por Archard se distinguen tres rangos diferentes según el valor del 
número de Peclet, los cuales se muestran en la tabla 1. 

Peclet 

el 
 / 

ón 
da 

Penetración d
calor en el sólido

Situaci
considera

Temperatura flash 

PE < 0.1  / 
ón 
ria 

௙ܶ ൌ 0.318
Alta

Conducci
estaciona

ଵݑ|ܹ݂ െ |ଶݑ
݇ ቀ

߯௜

തܾቁݑ ሺെ2.303 ாܲ logଵ଴ሺ2 ாܲሻ
൅ 1.616 ாܲሻ 

0.1 < PE < 5  / 
 

o 
௙ܶ ൌ 0.159 ൉ ଷܥ ൉

Media
Fuente de calor en
movimiento lent

ଵݑ|ܹ݂ െ |ଶݑ
݇ ቀ

߯௜

 തܾቁݑ

PE > 5  / 
lor ௙ܶ ൌ 0.266 ൉ ଷܥ ൉

Baja
Fuente de ca

ଵݑ|ܹ݂ െ |ଶݑ
݇ ቀ

߯௜

തܾቁݑ
଴.ହ

 
Tabla 1. Temperatura flash 
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Donde el coeficiente de fricción, f, se calcula aproximando la distribución de presiones a la 
de Hertz y tomando espesor de película constante e igual a hc (12): 

ߤ ൌ
଴ߤ2

ଵݑ െ ଶݑ
݄௖

׬ ݁ఈ௣బ ௕
଴

ܹ

ඥଵି௫ҧమ

(15)  

El cálculo de las temperaturas ∆ ௟ܶ y ௘ܶ de (13) se realiza igual que en [21]. 

7. RESULTADOS 
n calculado unos resultados numéricos y analíticos según lo modelos 

Parámetro Valor 

Por último, se ha
planteados en este artículo, bajo las condiciones de funcionamiento recogidas en la tabla 2. 
El objetivo consiste en establecer una breve comparativa entre ambos métodos. El 
parámetro que se ha seleccionado para realizar este estudio ha sido el espesor central de 
película, valor de gran importancia industrial, ya que identifica la correcta lubricación de los 
contactos. 

R 0.02 m 
pm 0 0,8 / GPa  /p 1.5·0,8  

E’ 211 GPa 
SRR [21] 0 – 25 % 

 ଴ 0.08 Pa·sߤ
 GPa-1 15 ߙ
n 0. 5  3, 0.5, 0.7
G 1e 6 6, 2e6, 5e6, 7e

Tabla 2. Condiciones de f ionamien gicas del lubricante 

Para los cálculos numéricos se ha empleado una malla no uniforme de 45 puntos situados 

 que

 

unc to y propiedades reoló

desde la zona de entrada (xത ൌ െ1) hasta un punto suficientemente alejado y de presión nula 
(xത ൌ െ7), con un espaciado  varía desde Δx/b = 0.001 para xത ൌ െ1 hasta Δx/b = 0.3 
para xത ൌ 7. Se ha realizado una comprobación que a partir de 45 puntos de malla la solución 
final no sufre apenas modificaciones.  

Los resultados de espesor de película obtenidos por ambos métodos, para las condiciones de 
la tabla 2, se reflejan en la figura 2. 

Figura 2. Resultados numéricos y analíticos del espesor de película  

-0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
240

260

280

300

320

340

360

380

400

420

440
Comparación de espesor de película analítico-numérico

SRR

h(
nm

)

 

 

n=0.3, G=2E6-7E5
n=0.5, G=5E5
n=0.75, G=1E5
Newtoniano
Analítico Newtoniano
n=0.3, G=2E6 Analítico
n=0.3, G=7E5 Analítico
n=0.5, G=5E5 Analítico
n=0.75, G=1E5 Analítico
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8. CONCLUSIONES 
De la figura 2 se extraen una serie de conclusiones sobre los dos modelos desarrollados en 
este artículo. En primer lugar, los resultados de h obtenidos mediante el modelo numérico 
son mayores que los del analítico, y en segundo, el decrecimiento de h, por efectos no-
Newtonianos y térmicos, parece seguir una misma evolución en ambos modelos. Sin 
embargo, y a consecuencia de las visibles diferencias entre los resultados, se hace necesaria 
la comprobación experimental para realizar una valoración más firme y precisa de uno y 
otro modelo. De los resultados obtenidos se espera una mayor proximidad al 
comportamiento del modelo numérico que al modelo analítico. 
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