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Las ecuaciones dinámicas que definen este sistema son: 
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Donde: 

• Mα, Iα  . – Son la masa e inercia asociadas a cada eje (α=1,2) 
• Fxαβ, Fyαβ. – Son las fuerzas longitudinal y lateral transmitidas a través del contacto 

entre la rueda y el carril (α hace referencia al eje y β a la rueda dentro del eje). Estas 
fuerzas dependen del valor de los pseudodeslizamientos en el contacto, de la fuerza 
normal en el contacto y del parámetro geométrico ‘a/b’ que relaciona los semiejes de la 
elipse de contacto. Además también dependen de características del material como 
son el Módulo de Poisson ‘ν’ y el Módulo de Rigidez Combinado ‘G’. α hace referencia 
al eje 

• s. – Es el semiempate de bogie. 
• d. – Es el semiancho de vía. 
• ξ, η, Φ. – Son los pseudodeslizamientos longitudinal, lateral y el espín.  

El cálculo de las fuerzas en el contacto se puede realizar mediante diferentes métodos según 
sea la precisión requerida [2]. Entro los métodos más comúnmente utilizados se pueden 
destacar FastSim [3] y el método heurístico de Shen, Hedrick y Elkins [4].  

Es necesario mencionar que las fuerzas en el contacto no son lineales; esto es, a medida que 
el valor de pseudodeslizamientos rueda carril aumenta se produce una saturación del 
contacto y la curva real fuerza deslizamiento se aleja de la hipótesis lineal tal y como se 
puede observar en la figura 2.  
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Figura 2 Fuerzas en el contacto suponiendo espín nulo 

Si se utiliza el Método Lineal para el cálculo de la velocidad crítica es necesario linealizar las 
relaciones fuerza deslizamiento alrededor del punto de equilibrio (el resto de elementos se 
han considerado lineales). Para realizar esta linealización se suele utilizar el desarrollo en 
serie de Taylor.  

Las diferencias en el cálculo de los esfuerzos en el contacto al utilizar valores lineales y 
teorías no lineales dependen fundamentalmente de los pseudodeslizamientos y de la 
geometría del contacto rueda-carril: a medida que aumenta la amplitud del movimiento de 
los ejes se incrementa el valor de los pseudodeslizamientos, la saturación que se producirá 
del contacto aumenta y también el contacto entre rueda y carril tiende a producirse cerca de 
la pestaña lo que produce un cambio brusco del radio de rodadura y de la orientación de la 
normal a las superficies en contacto. De esta forma la desviación respecto a la teoría lineal 
crece de forma significativa. Por tanto, cuanto mayor sea la amplitud de la oscilación, mayor 
será la desviación de los resultados lineales respecto de los no-lineales. 

En la tabla 1 se presentan los resultados obtenidos mediante el método lineal y el método de 
integración temporal utilizando diferentes juegos libres entre la rueda y el carril. Como es 
lógico, los cálculos lineales son independientes de la amplitud de la oscilación. Por el 
contrario al integrar las ecuaciones no lineales los resultados de velocidad crítica sí 
dependen de la amplitud de la oscilación.  

 

M. L. M. I. T.
0.5 138 138
1 138 136.5
2 138 134
4 138 129.5
6 138 124.5
8 138 120
10 138 115.5
20 138 93.5

Amplitud (mm) Vel. Critica

 
Tabla 1.- Comparación de resultados entre el M. L. y el M. I. T. 

En la figura 3 se ha representado las fuerzas longitudinales producidas en el contacto en 
función del pseudodeslizamiento longitudinal (caso juego libre 10mm). Como se puede ver 
las diferencias son apreciables. 
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Figura 3. Cálculo de los esfuerzos longitudinales en el contacto mediante teorías lineales y no-lineales. 

3. LINEALIZACIÓN POR MEDIO DEL MÉTODO DEL PRIMER ARMÓNICO 
Como se ha visto en el apartado anterior, la causa de las diferencias entre el M.L y el M.I.T 
se encuentra en los elementos no lineales; esto es en la simplificación hecha al linealizar 
estos elementos para poder realizar el análisis de valores y vectores propios. 

Con el fin de mejorar los resultados proporcionados por el M. L. se va a modificar la manera 
en que se realiza la linealización. Para ello, en vez de utilizar el primer término del desarrollo 
en serie de Taylor se va a emplear el método de la función descriptiva o método del primer 
armónico [5]. La base de este método consiste en descomponer la fuerza realizada por 
cualquier componente no lineal cuando se ve sometido a un movimiento armónico en un 
termino en fase y en otro en cuadratura con dicho movimiento. En el caso de componentes 
puramente disipativos, esto equivale a hacer que la energía disipada en el contacto por cada 
ciclo sea la misma con componentes linealizados y con los componentes no lineales, para la 
amplitud de movimiento seleccionada. 

Así por ejemplo, para las fuerzas longitudinales en el contacto rueda-carril: 
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Para las fuerzas transversales (considerando el espín nulo): 
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Para calcular los coeficientes lineales mediante este procedimiento es necesario determinar 
los pseudodeslizamientos y las características del contacto en cada instante de tiempo con 
el fin de poder calcular las fuerzas no lineales en el contacto. Esto parece que implica tener 
que integrar las ecuaciones dinámicas. 

Como lo que se pretende es no tener que realizar dicha integración es necesario definir una 
metodología alternativa que permita prever cómo se mueve el vehículo y, consecuentemente, 
las características del contacto. 

4. MÉTODOLOGÍA PARA CALCULAR LOS COEFICIENTES LINEALES 
Para la obtención de los coeficientes lineales sin necesidad de integrar temporalmente las 
ecuaciones del movimiento se va a utilizar la información de frecuencias, amortiguamientos 
y modos de vibración proporcionada por el análisis lineal del problema. 

Como se ha dicho anteriormente, la condición de estabilidad de un vehículo es que ninguno 
de los modos de vibración tenga asociado un amortiguamiento negativo. Por tanto, en el 
momento en que se sobrepasa la velocidad crítica, el vehículo comienza a vibrar de acuerdo 
al modo asociado a dicho amortiguamiento. La teoría únicamente proporciona las 
amplitudes relativas y el defase entre las oscilaciones de las diferentes variables; no su valor 
absoluto. 

Sin embargo, con el conocimiento de la holgura entre la pestaña de la rueda y el flanco del 
carril se puede determinar la amplitud de las oscilaciones que realizará el vehículo en 
régimen inestable ya que el movimiento inestable se vera limitado en su amplitud por la 
holgura existente entre las pestañas y el flanco del carril. 

De este análisis se pueden obtener, por tanto, el movimiento de cada eje y sus 
correspondientes defases. Con estos valores se pueden determinar los pseudodeslizamientos 
producidos en cada rueda y, de estos, el valor de los esfuerzos en el contacto en cada 
instante del ciclo.  

Con esta información se puede calcular ya el valor de los coeficientes lineales mediante las 
expresiones 3 y 4. 

Debido a que las frecuencias naturales y los modos de vibración dependen las 
características del contacto es necesario recurrir a un proceso iterativo cuyos principales 
pasos se exponen a continuación: 

1. Se toma como amortiguamiento equivalente el valor proporcionado por la 
linealización de las ecuaciones mediante desarrollo en serie de Taylor en el punto de 
equilibrio cuasi-estático. 

2. Se calculan las frecuencias de vibración y los modos y amortiguamientos asociados. 

3. Cálculo de los pseudodeslizamientos en cada instante del ciclo 

4. Calculo de los esfuerzos en cada instante del ciclo 

5. Obtención de nuevos coeficientes lineales mediante las ecuaciones 3 y 4. 

6. Si el nuevo amortiguamiento equivalente está suficientemente cerca del utilizado 
para resolver el problema de valores y vectores propios se finaliza el proceso. Si no, 
se vuelve al punto 2. 

A continuación se presenta una tabla en la que se presentan los resultados obtenidos con el 
nuevo método lineal y mediante la integración numérica de las ecuaciones.  
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Los resultados son, como se puede observar, muy buenos; los errores se encuentran 
siempre por debajo del 2% incluso para holguras entre pestaña y flanco del carril muy 
elevadas, asumiéndose que las diferencias serán debidas, fundamentalmente, a errores 
numéricos. 

 

Lineal No-lineal Error
0.5 137 138 0.72%
1 136 136.5 0.37%
2 134 134 0.00%
4 129.8 129.5 0.23%
6 125.5 124.5 0.80%
8 120.8 120 0.67%
10 115.9 115.5 0.35%
20 95 93.5 1.60%

Amplitud (mm) Velocidad Critica

 
Tabla 2 .- Comparación de resultados entre el nuevo M. L. y el M. I. T. 

5. APLICACIÓN DE LA METODOLOGÍA A UN VEHÍCULO COMPLETO 
La metodología planteada se va a aplicar a un modelo de vehículo completo. El modelo 
corresponde a un vehículo típico de cercanías. Para la modelización del vehículo se ha 
empleado el programa SIMPACK (figura 4). 

 
Figura 4. Modelo de vehiculo realizado en SIMPACK. 

En este modelo tanto la suspensión primaria como la secundaria se han considerado 
lineales. Por el contrario, la modelización del contacto se ha realizado tomando en 
consideración la forma real de los perfiles de rueda y carril (figura 5) y, para la resolución 
del problema de contacto se ha utilizado el método de Hertz para resolver el problema 
normal y el método de Shen, Hedrick y Elkins para el problema tangencial. 
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Figura 5. Perfiles de rueda y carril empleados. 

Se ha calculado la velocidad crítica de este modelo utilizando el M.I.T. y el método lineal 
(serie de Taylor) y las velocidades críticas obtenidas han sido de 235 y 266km/h 
respectivamente. Posteriormente se ha aplicado la metodología planteada en el apartado 
anterior para calcular la velocidad crítica. La figura 6 muestra los resultados del proceso 
iterativo. Como se puede ver los resultados finales alcanzado por el M.L. modificado y el 
M.I.T. son muy similares. 

 
Figura 6. Resultados del proceso iterativo. 

6. COMENTARIOS FINALES 
Como resumen del trabajo realizado se pueden enumerar los siguientes puntos: 

• Se han analizado las causas que provocan las diferencias de resultados del método 
lineal y el método de integración en el tiempo. 

• Se ha desarrollado un método sencillo para mejorar los resultados del método lineal. 
Dicho método se basa en la utilización del método del primer armónico y en la 
información dada por el método de valores y vectores propios para la determinación 
del movimiento del vehículo 

• Se ha comprobado la validez de la metodología empleándola en un sistema sencillo y 
en un modelo completo de SIMPACK. Los resultados obtenidos son enteramente 
satisfactorios. 

• Aunque la metodología planteada sólo se ha utilizado para linealizar el contacto 
rueda carril no habría ninguna dificultad en emplearla para linealizar otros 
elementos como amortiguadores antilazo, topes laterales, etc. 
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