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En este trabajo se propone una metodologia para la asignacién éptima de las tolerancias y los valores
nominales de un conjunto de variables dependientes, X, que no se ajustan al modelo normal
multivariante. Los valores éptimos serdan aquellos que maximicen la suma total de tolerancias. Esta
metodologia es una extensién de la propuesta por [1,2] para el caso de normalidad y se basa en
proyectar las variables X en un conjunto de variables independientes, Z, mediante el uso de la técnica
estadistica Andlisis de Componentes Independientes (ICA). Las variables Z pueden ser modificadas en
media y varianza independientemente una de otra, y ese cambio puede ser trasladado a las variables
originales X. De esta manera es posible resolver el problema de asignaciéon de tolerancias y valores
nominales sin tener en cuenta de forma explicita la dependencia de X. Para ilustrar la metodologia se
presenta un ejemplo que es resuelto mediante algoritmos de optimizacién tradicionales.

1. INTRODUCCION

La calidad de una pieza o un conjunto mecanico esta definida directamente mediante un
conjunto de M variables funcionales Y =(Y1,Y2,..,YpM)', que pueden representar longitudes,

volumenes, holguras, etc. Estas variables deben cumplir ciertos requerimientos de calidad

expresados como limites de especificacion, es decir, se debe cumplir que Y e[LEI yj, LES Yj} ,

con j=12,.,M para que la pieza o conjunto mecanico sea considerado como no defectuoso.

Sin embargo, es frecuente que estas variables Y dependan de otro conjunto de K variables
de diseno, X=(X1,X3,..,Xk)", de manera que Y= f(X). Estas variables X son las que

deben controlarse durante el proceso de fabricacion y, desde el punto de vista de la calidad
y del coste, resulta importante la asignaciéon de sus valores nominales y sus tolerancias.
Unas tolerancias demasiado amplias implicarian una elevada proporciéon de piezas
defectuosas, mientras que unas tolerancias muy estrechas implicarian un coste de
fabricacion muy alto. Por tanto, una asignacion 6ptima de los valores nominales y las
tolerancias de X puede ser planteada como aquella que maximice la suma total de
tolerancias, pero que al mismo tiempo implique sélo una pequena proporciéon de piezas
defectuosas p (por ejemplo p=0.0027).

En la literatura actual podemos encontrar distintos procedimientos para la asignacion de
tolerancias y valores nominales de X. Por ejemplo, en [3] se propone una metodologia que
supone unas tolerancias preespecificadas y permite asignar los valores nominales de X que
minimizan el porcentaje de defectuosos. En [4] se propone una metodologia para asignar los
valores nominales de X, de manera que se maximizan un conjunto de funciones de calidad,
no Unicamente la proporciéon de no defectuosos. En el caso de asignacién simultanea de
valores nominales y tolerancias podemos citar, entre otros, los trabajos [5,6,7]. En estos
trabajos se propone una metodologia que permite minimizar el coste de calidad y
fabricacion, y se plantean distintos procedimientos de optimizaciéon que permiten obtener la
solucion del problema.

Un aspecto importante y comtun de todos estos procedimientos es considerar independencia
entre las variables X. Esta suposicién puede ser incorrecta en muchos casos, ya que las
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variables de diseio X pueden ser dependientes como consecuencia del proceso de
fabricaciéon empleado, y el no tener en cuenta esta dependencia conlleva a una asignacion
no 6ptima de las tolerancias y los valores nominales de X. Sin embargo, optimizar variables
no independientes no es un problema sencillo de tratar. En [2] se propone una metodologia
que si tiene en cuenta la posible dependencia de X. El procedimiento que proponen los
autores se basa en estimar la dependencia mediante datos obtenidos del proceso de
fabricacion. Los autores suponen normalidad de las variables X y, por tanto, la correlacién
es estimada a través de la matriz de covarianzas de X. El problema se plantea como un
problema de optimizacion que busca asignar los valores nominales y las tolerancias de X,
de modo que se maximice la suma de tolerancias y se obtenga una pequena proporciéon de
defectuosos. Para poder resolver este problema, se proyecta el conjunto de variables
dependientes X en un conjunto de variables independientes Z , las cuales son manipuladas
durante el proceso de optimizacién. De esta forma, el problema de optimizar un conjunto de
variables correladas se transforma en un problema de optimizaciéon de variables
independientes que puede ser resuelto con algoritmos de optimizacion tradicionales.

En este trabajo, se presenta una extension a la metodologia propuesta en [1,2]. En este
caso, se considerara que las variables X no siguen un modelo normal multivariante, si no
un modelo de probabilidad no conocido. Teniendo en cuenta este aspecto, se propone
proyectar las variables X en un conjunto de variables independientes Z , mediante el uso
de la técnica estadistica Analisis de Componentes Independientes (ICA). Una vez obtenidas
las variables Z, el problema de asignar los valores nominales y las tolerancias éptimas de
X es resuelto como un problema de optimizacion con variables independientes.

El resto del articulo esta estructurado de la siguiente manera. En la seccion 2 se define el
problema de asignacién de tolerancias y valores nominales. En la seccion 3 se presenta
detalladamente la metodologia propuesta. En la seccion 4 se ilustra la metodologia con un
ejemplo. Por Glltimo se presentan las conclusiones.

2. DEFINICION DEL PROBLEMA

Se quiere asignar el valor nominal y las tolerancias a un conjunto de K variables
dependientes, X =(X1,X»,..,Xk)' con modelo de probabilidad desconocido. Las tolerancias

de X seran definidas como unos intervalos alrededor del valor nominal de cada variable, es
decir:

Xj e[LTI Xi,LTSXi]:[VNXi —Tli,VNXi+TSiJ, (1)

donde TS; y Tl; son las tolerancias superior e inferior de X; y VN; su valor nominal. Las

tolerancias de X dependeran directamente de la variabilidad de X, pero al no asumir
normalidad de X su variabilidad no es estimada completamente mediante la matriz de
covarianzas Xy . Los valores nominales seran las medias de las variables X, py.

La asignacion de las tolerancias y los valores nominales estara sujeta a que un conjunto de
m variables Y=(Y,Y2,...Ym), que dependen de X, cumplan unas restricciones o

especificaciones, es decir que estén dentro de unos intervalos de especificacion:
Yje[LElYJ-,LEst], con j=12,..M. 2)

Estas especificaciones pueden generalizarse a especificaciones unilaterales, en cuyo caso
alguno de los limites seria infinito. La relacién entre Y y X se supone conocida e igual a

Y= f(X), (3)
siendo f(.) una relaciéon cualquiera, lineal o no lineal.

Una pieza defectuosa se define como aquélla que no cumple las especificaciones de Y.
Luego, la proporcion de defectuosos, denotada por p, es igual a:

p=P(Y¢eS) (4)
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donde S es la region rectangular definida por las especificaciones de la pieza, es decir:
S:{YGRM :(LESyjstsLEIYj),jzl,...,M} (5)
El problema consiste en encontrar las tolerancias 6ptimas t:(Tsl,TSZ,...,TSK T, Tly,..,TI K)'

y los valores nominales 6ptimos VN =(VN1,VNj,..,.VNk)' de cada una de las K variables X.

Los valores 6ptimos seran aquéllos que permitan maximizar la suma total de tolerancias
sujeto a obtener una proporcion de defectuosos p<e«, siendo habitualmente «=0,0027. La

busqueda de los valores nominales 6ptimos se restringird a un intervalo definido como
VN; e[(l—m)VNiO,(1+ m)VNiO] i=12,..,K, siendo VNi0 un valor nominal inicial que puede ser

el valor establecido en la etapa de diseiio de la pieza, y m un valor especifico, por ejemplo
0.05, 0.1, etc. Para evitar que las tolerancias tomen un valor igual o proximo a cero, se

estableceran unas tolerancias minimas Ti(min) .

Resumiendo, el problema de optimizacion a resolver queda formulado como:

K K
FO: max{ DTS +ZT|i}
i=1 i=1
sujeto a
p<a (6)
UN; e[(l—m)VNiO,(1+m)VNi0] i—12,..K
TSj 2 Timiny, 1=12,..,K
Tl ZTi(min)v i=12,..,K

3. METODOLOGIA PROPUESTA
La metodologia propuesta se basa en los siguientes puntos:

1. Proyectar las variables dependientes X en un conjunto de variables independientes
Z. Para ello se wutilizara la técnica denominada Analisis de Componentes
Independientes (ICA).

2. Modificar la media y la varianza de las variables independientes Z y trasladar ese
cambio a las variables originales X.

3. Con los valores modificados de X obtener los valores Y = f (X) y calcular la proporcién
de piezas defectuosas, p.

4. Iterar, de manera que en cada iteracion se obtengan nuevos valores de X e Y, hasta
obtener la solucion 6ptima que sera aquélla que maximice la suma total de tolerancias
de X.

Antes de enumerar los pasos de la metodologia, se describiran detalladamente los aspectos
descritos en los puntos (1) y (2).

3.1 Proyeccion de las variables dependientes X en un conjunto de variables
independientes 7 mediante ICA

El método mas popular para proyectar un conjunto de variables normales correladas en un
conjunto de variables independientes es el denominado Analisis de Componentes
Principales (PCA). Este método utiliza inicamente la informacion contenida en la matriz de
covarianzas de las variables, ya que bajo normalidad la informacion de dependencia de las
variables esta reflejada completamente en esta matriz. ICA, sin embargo, es un método que
se utiliza con el mismo objetivo, obtener variables independientes, pero se basa en
informacién que no estd contenida en la matriz de covarianzas. ICA es la herramienta
adecuada para el caso de variables no normales.
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Un modelo ICA considera que las variables originales pueden ser generadas por una
combinacién lineal de un conjunto de variables o componentes independientes. E1 modelo
ICA puede escribirse como X=SZ+E, donde X=(X{,X5,..,Xk)' es el vector de las K
variables dependientes con media cero, S es la matriz de combinacién de dimension KxJ,
Z=(Z1,25,...23)" es el vector de las J variables independientes, con J <K, y E es el vector
de residuos. Este modelo ICA es muy complejo de estimar, por esta razén, la mayor parte de
las aplicaciones se basan en estimar un modelo sin residuos, es decir, el modelo,

X=8Z. (7)
Teniendo en cuenta que la matriz S es invertible, es posible escribir el modelo

Z=WX, (8)

siendo W =871 la matriz de separacion. Luego, el objetivo de ICA es encontrar la matriz W
que permita obtener las variables Z lo mas independientes posible. Para la obtencion de la
matriz W existen distintos procedimientos. Todos ellos obtienen resultados muy similares y
se basan en la idea de que siendo las variables X una combinacion lineal de los
componentes independientes Z (ecuacion (7)), entonces por el teorema central del limite las
variables X son mas proximas a la normalidad que las variables Z . Por tanto, estas
variables Z pueden ser obtenidas buscando el maximo alejamiento de la normalidad. En
este trabajo se utilizara el algoritmo FastICA propuesto por [8] que se basa en la negentropia
como medida de normalidad.

Si denotamos como X° la matriz de datos obtenida del proceso, de dimension nxK,
podemos resumir los pasos del algoritmo FastICA como:

1. Obtener una matriz de datos con media O que sera denotada como matriz X :
X0=x0-1p9, 9)

siendo 1 un vector de unos de dimensién nx1,y p‘}( el vector de medias de X°.

2. Obtener una matriz de datos blanqueados, que sera denotada como matriz T . Esta
matriz contendra un conjunto de variables incorreladas (aunque no independientes)
con media cero y varianza uno, y tendra una dimension reducida nxJ . La idea es

reducir la dimensién de X° , de manera que el conjunto de J variables representen la
mayor parte de la variabilidad total de las K variables originales. Para aplicar esta
reduccion de dimensién se usara PCA, de modo que T puede ser calculada como:

T=XC(3)p 3%, (10)

donde C(j) es la matriz de los primeros KxJ autovectores de la matriz C, y D( J) €s la

matriz diagonal con los primeros J autovalores de la matriz D. Las matrices C y D se
obtienen mediante descomposiciéon singular (PCA) de la matriz de covarianzas de XO,

es decir aplicando Z())( =CDC'.
3. Aplicar a las variables T el modelo ICA descrito en la Ecuacién (8) , es decir:

Z=TB (11)
siendo B la matriz de separacién de dimensién JxJ que serd calculada mediante el
algoritmo FastICA, y Z la matriz de las J variables independientes (matriz de
dimensién nxJ). Es decir, obtener en este paso la matriz de separacion B, y por
consiguiente, la matriz de variables independientes Z.

3.2 Modificacion de la media y la varianza de las variables dependientes X

El cambio en la media y la varianza de X se obtendra modificando la media y la varianza de
las variables independientes Z. Los pasos se describen a continuacién:
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1. Modificar la media de las variables Z, obteniendo una nueva matriz z! igual a:
Z' =z+1y (12)
siendo y=(y1,y2,..yJ) un vector de J coeficientes independientes entre si.
2. Modificar la varianza de las variables Z' , obteniendo una nueva matriz 7" formada
por los vectores Z? obtenidos como:
Zi=Zlg i=12,.,J (13)
siendo los valores gj >0 e independientes entre si.

3. Trasladar el cambio a las variables originales X utilizando las Ecuaciones (9-11):
* *n—1n-1/2~' 0.
X =ZB D(J) C) +1px (14)

3.3 Pasos de la metodologia propuesta

Los pasos a seguir son los siguientes:
e Paso 1: Obtener del proceso de fabricacion un conjunto de n datos de las K variables

X . Denotar esa matriz como X' y calcular su vector de medias, ug)(, y su matriz de
covarianzas, Z‘.?( .

e Paso 2: Obtener mediante PCA (ZO =CDC') la matriz de autovectores C y de

autovalores D.

e Paso 3: Obtener la matriz de descomposicion B mediante el algoritmo FastICA,
utilizando la matriz de datos blanqueados T (Ecuaciones 9 y 10).

e Paso 4: Obtener la matriz de componentes independientes Z, mediante la ecuacion
(11).

e Paso 5: Iniciar el proceso de optimizacion para buscar los valores nominales y las
tolerancias 6ptimas de X. El problema de optimizaciéon a resolver es el planteado en la
Ecuaciébn (6), por tanto, es necesario definir previamente los valores
a, m yTi(min)v i=12,...K . En cada iteracion t obtener una nueva matriz de valores

X?, modificando los valores de los coeficientes yj y gj, i=12,..,J de las ecuaciones
(12-14).

e Paso 6: Obtener la matriz de variables Y, utilizando la matriz X: y la relacién
Y, = f (xf).

e Paso 7: Calcular la proporcion de defectuosos p, definida en las ecuaciones (4) y (5).

e Paso 8: Seguir iterando (pasos S y 6) hasta obtener la solucion 6ptima (que maximiza
la suma de tolerancias, ecuacién 6). Denotar la matriz 6ptima como matriz X;pt .

e Paso 9: Obtener los valores nominales y las tolerancias éptimas de cada variable
Xj, 1=12,..,K como:

Ny = E(X;pt(i))
TS; = max (X;pt(i))_VN Xi
Tlj =VN; — min(X;pt(i))

siendo X;pt(i) el i-ésimo vector de la matriz 6ptima X;pt . Como puede deducirse de
la metodologia presentada, las variables a optimizar son 2xJ variables y
corresponden a los coeficientes independientes vy; y gj. El algoritmo de
optimizacion puede ser un algoritmo tradicional o cualquier algoritmo global como
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los algoritmos genéticos. En este trabajo se ha utilizado el algoritmo SQP
implementado en la funcion fmincon de Matlab.

4. EJEMPLO

La metodologia propuesta sera aplicada a un conjunto mecanico formado por 2 piezas. La
primera pieza esta definida por 5 variables de disefio, variables Xi,X»,..., Xg; mientras que la
segunda pieza esta definida por 3 variables de diseflo, Xg, X7, Xg. Por tanto, el problema
involucra K =8 variables de disefio X=(X1,X»,..,Xg)", que supondremos como no
independientes y no normales.

Los datos iniciales del proceso han sido obtenidos mediante simulacién. Se han generado

n=1000 datos para cada variable a partir de distribuciones tipo gamma y exponencial. Se ha
considerado correlacién entre las variables X1 a Xg y entre las variables Xga Xg. En la
figura 1 se muestran los histogramas de las 8 variables. Como se puede ver, con el fin de

ilustrar la metodologia se han supuesto algunas distribuciones muy asimétricas, por lo que
se obtendran tolerancias también bastante asimétricas.
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Figura 1: Histograma de las variables de disefio X = (X1, X2,..., Xg)'

La matriz de correlaciones obtenida a partir de los datos iniciales es igual a:

[ 1 084 062 047 098 0.04 0.04 0.02 ]
084 1 051 040 084 0.04 0.03 0.02
062 051 1 025 0.63 0.03 0.04 0.01
047 040 025 1 047 001 -0.01 -0.01
098 084 063 047 1 004 0.04 0.02
0.04 0.04 0.03 001 004 1 084 0.64
0.04 003 0.03 0.01 0.04 084 1 0.54

10.02 0.03 0.01 0.01 0.02 0.64 0.54 1
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A partir de 29( (que también se obtiene de los datos iniciales) se ha realizado el analisis PCA

(paso 2 de la metodologia), obteniéndose las matrices C y D, de autovectores y autovalores,
respectivamente. La proporcion de variabilidad explicada por los 5 primeros componentes
principales es del 97%, por tanto, nos quedamos con J =5 variables en el espacio reducido.
Es decir, se calcularan 5 componentes independientes (pasos 3 y 4 de la metodologia).

Las variables funcionales del conjunto mecanica estan definidas por las variables
Y =(Y1,Y2,Y3,Y4)', que pueden calcularse como:

Y]_ = X4 + X5

Y2=X2—X1—X8+X7

Y3=X7-Xg— X3+ X2 ’

Es decir, la relacion entre X e Y puede escribirse como Y = f(X)=XA", siendo A:

0 0011 00O
A -11 0 00 0 1 -1

01 -100-110

0 0-110-1002O0

Las especificaciones del conjunto mecanico son las siguientes:
Y, <127.13mm Y, 20.0076 mm

Y,>0.0254mm Y, >0.0076mm

Teniendo en cuenta esta informacion, el problema de optimizacion queda planteado como:

%Tsi +§:Tlij

FO: max{
i=1 i=1

sujeto a
_ p<0.027 donde p:P(YeS),siendoS={YeR4:(LESYj <Yj sLEle),jzl,...,4}
- WN; e[(1—0.05)VNP,(1+0.05)VNP}, i=12,..8

con VN9 =(25.4,50.8,76.2,101.6,25.4,25.3,50.8,76.1)’
- TS; 2001, TIj =001, i=12,..,8

Los resultados obtenidos, aplicando la metodologia propuesta, se resumen a continuacion:

e Matriz de descomposicién B obtenida mediante el algoritmo FastICA:

[-0.01 0.07 -0.32 -0.03 0.94 ]
0.38 0.28 -0.08 0.88 -0.02
B=|-052 -0.73 -0.02 045 0.06
-0.06 -0.00 -0.94 -0.07 -0.32
| 0.77 -0.62 -0.05 -0.14 0.03 |
e Valores nominales 6ptimos de las variables X:
X1 :25.03mm X5 :25.07mm
X9 :50.36mm Xg :25.65mm
X3:75.14mm X7 :51.30mm
X4 :100.94mm Xg :76.01mm
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e Valores 6ptimos de las tolerancias superior e inferior, y valores 6ptimos de los limites
de tolerancias de las variables X:

TS1:0.17mm  TIp:0.03mm X3 :[25.00,25.20]
TSo:0.19mm Tl»:0.08mm  X» :[50.33,50.55]
TS3:0.20mm  Tl3:0.06mm  X3:[75.08,75.34]
TS4:0.26mm  Tly:0.10mm X4 :[100.84,101.20]

TS5:0.16mm Tlg:0.03mm  Xg: [25.04,25.23]
TSg:0.12mm  Tlg:0.03mm  Xg:[25.62,25.77]
TS7:0.14mm  Tl7:0.03mm X5 :[51.27,51.44]
TSg:0.18mm Tlg:0.07mm  Xg :[75.94,76.19]

e Suma total de tolerancias (valor que se buscaba maximizar): 1.8mm.

5. CONCLUSIONES

La metodologia propuesta es una metodologia bastante general que puede ser aplicada a
muchos problemas reales. La metodologia tiene en cuenta la posible dependencia entre las
variables de diseno y no asume ningin modelo de probabilidad especifico de dichas
variables. Su aplicacién es sencilla y no necesita algoritmos de optimizacién complejos. Para
su aplicacién, es necesario disponer de un conjunto de datos del proceso de fabricacion, es
decir, disponer de datos del proceso de fabricacién de la pieza o conjunto mecanico que se
analiza.
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