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La resolucién de las ecuaciones de la dindmica vehicular, en general no lineales, requiere una alta carga
computacional al aplicar métodos numéricos tradicionales. La linea de investigacién en la que se
enmarca este articulo se centra en la busqueda de soluciones analiticas aproximadas, de procesamiento
mds eficiente.

En concreto, en este trabajo se resuelve la ecuacién diferencial no lineal que describe la dindmica
longitudinal de un vehiculo de forma aproximada, mediante desarrollo en serie de polinomios de
Chebyshev. Este desarrollo en serie tiene un error tan pequefio como queramos, basta con aumentar el
grado del polinomio para reducir el error. Se expande la ecuacion diferencial en el término de velocidad
obteniendo por derivacion e integraciéon las series de aceleracién y desplazamiento respectivamente. Se
compone la serie de la ecuacién diferencial completa y finalmente, para mejorar la precisién se utiliza el
método tau de Lanczos de perturbacion de sistemas dindmicos.

Como resultado se comprueba que los polinomios en serie de Chebyshev, permiten un cdlculo mucho
mds eficiente y rdpido que la integracion numérica, manteniendo un error pequeno, del orden del
0,0023% para el desplazamiento y 0,008% para la velocidad con polinomios de grado 4, que es muy
bajo.

1. INTRODUCCION

Este articulo plantea la posibilidad de desarrollar en polinomios de Chebyshev las
ecuaciones diferenciales que describen la dinamica vehicular, de tal manera que se buscan
formulaciones mas eficaces desde el punto de vista computacional. Este trabajo se centra en
estudiar la dinamica longitudinal de un vehiculo, que como es sabido presenta su no-
linealidad en la fuerza aerodinamica.

En un primer trabajo [1] se mostraba un ejemplo de desarrollo en serie de potencias para
un modelo de dinamica vehicular al que posteriormente se le aplicaba una economizacion
por Chebyshev para reducir el grado del polinomio sin perjudicar con ello el error. Las
expresiones polinomiales obtenidas, permitian un calculo rapido de las ecuaciones
dinamicas en tiempo real.

En este trabajo el desarrollo se realizara directamente en polinomios de Chebyshev que
permiten utilizar un menor grado con lo que se reduce el tiempo de cémputo con respecto a
los polinomios de potencias.

El enfoque propuesto, algo inusual en la ingenieria de vehiculos, propone el uso de calculo
simbdlico en lugar de métodos puramente numéricos de integracion y la busqueda de
soluciones aproximadas, con resultados razonablemente precisos y mucho mas rapidos, en
lugar de buscar una precisién extraordinaria.

2. POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

Los polinomios de Chebyshev [2] de primera especie vienen definidos por la expresion
siguiente:
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T.(X) = cos[ n arccogx) ] (1)

-1/2
y cumplen la propiedad de ser ortogonales con respecto a la funcion w(x)= (1 —x2) / en el

intervalo {-1,1}. En general la variable independiente, el tiempo, trabajara en intervalos de
ortogonalidad distintos {a, b}, por lo que habra que hacer un cambio de variable.

Una vez que se han definido los polinomios de Chebyshev podemos estudiar el uso de
dichos polinomios para aproximar funciones. El desarrollo de una funcién y(u) en serie
continua infinita de Chebyshev tiene la forma siguiente:

y(u)=>'C,T,(u)
n=0
5 (2)
siendo C, == j (1 x3)™2y(u) T, (u)du
Vi -1

Donde la comilla simple del sumatorio indica que se debe dividir el primer término por 2.

Si se trunca la serie en el término N+1 se obtiene el desarrollo continuo de Chebyshev
truncado, de tal manera que la funcion queda definida como sigue:

y(u) = Z'CnTn (u) (3)

Al truncar la serie en grado N, se obtiene una aproximacion a la funcioén, tanto mas precisa,
cuanto mayor sea N. Por las propiedades de los polinomios de Chebyshev, truncar en N-1 es
la mejor aproximacion polinomial de grado N-1 al desarrollo de grado N.

Los coeficientes pueden ser evaluados por integracién directa en algunas funciones
particulares, pero con caracter general esto no es posible y se debe aproximar la integral
anterior mediante alguna férmula de cuadratura. En esos casos se puede utilizar la
expansion discreta de Chebyshev como se ve en [3]. MAPLE utiliza algoritmos de
cuadratura, que analizan en primer lugar las singularidades, a continuacion emplea la
cuadratura de Clenshaw-Curtis [4,5], si con ello no se obtiene un buen resultado se utilizan
formulas de Newton-Cotes adaptativas. Todo este proceso se realiza en la funcion Chebpade
de la libreria de aproximacion de funciones Numapprox de MAPLE.

3. TEORIA DE LA PERTURBACION PARA SISTEMAS DIFERENCIALES

Esta teoria es formulada inicialmente por Lanczos [6] y su aplicacién a la integracion de
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales se puede consultar en [2].

Si la expansioén finita de la ecuacion (3) satisface de forma aproximada la ecuacion integrada
de una EDO, es posible encontrar un término pequeno de perturbacion de esa ecuacion, tal
que la expansion de y(u) satisfaga exactamente la ecuacion dinamica perturbada.

El numero de términos de perturbaciéon depende del numero de ecuaciones que no se
cumplen, por el hecho de truncar la serie en el grado N al igualar término a término los
coeficientes de la serie de Chebyshev resultante del montaje completo de las ecuaciones
dinamicas.

Para determinar el grado en el que se desarrolla el polinomio de perturbacion hay que fijarse
en el polinomio de desarrollo de la serie. Veremos esto con mas detalle al final del apartado
5.



Aproximacioén en polinomios de Chebyshev para el modelo de dinamica longitudinal del vehiculo 3

4. DINAMICA LONGITUDINAL PARA UN VEHICULO

La dinamica longitudinal viene descrita por la siguiente ecuacion [7]:

d’x dx)”
m[ﬁ— +K, +K x+K+K, +C,,t® +C,,t*+Ct+C,, =0 (4)
dt? dt
Donde:
m Masa equivalente del vehiculo, incluye el efecto de
masas rotativas.
1 . : L
K, ==-LC UA Lo Resistencia aerodinamica al avance
2
Cx Coeficiente de resistencia aerodinamica.
Ar Area frontal del vehiculo
p Densidad del aire
K, =mlgl f, Resistencia a la rodadura
fr Coeficiente de resistencia a la rodadura
dy Resistencia gravitatoria asumiendo un
PLsin (@) = POan @) =P— =K,[X+K, perfil vertical parabdlico en la carretera
dx acorde con [8]
3 2 Fuerza de frenado cualquiera descrita
Cis U+C,t7+C 1 +Cy d

por una spline cubica

5. DESARROLLO DE LA VELOCIDAD EN POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

El desarrollo en polinomios de Chebyshev para una EDO se puede realizar en velocidad,
aceleracion o desplazamiento. En nuestro caso, debido a la no linealidad para la velocidad,
se ha decidido desarrollar los polinomios precisamente en este parametro. Se toma por tanto
el cambio de variable v(t) = dx(t)/dt

Como ya se comenté el desarrollo en polinomio de Chebyshev se debe definir para un
dominio de u {— 1,1}, si se quiere desarrollar entre un tiempo inicial ti, y un tiempo final
de simulacioén thn , {tin,tin} Se debe hacer también la siguiente transformacién a la variable:

ta, T 1,

2

fin

ti, — i
t=blu+c= > Cu+ (d)

Si t,=0 entonces C=b=t. /2 :>t:(t /2)[U+t /2=blu+b de tal manera que:

dt =bldu = (t,, /2)ldu

fin fin fin

fin
Asi definimos b como la constante de reduccién del dominio del tiempo al dominio de u, por
tanto para hacer el traslado al rango {-1,1} tenemos que obtener el valor de b como: b=dt/du

Para definir la aceleraciéon y el desplazamiento hay que derivar e integrar respectivamente la
serie de velocidades desarrollada en la ecuacion (3). Siguiendo a Fox [2], se tiene por tanto la
aceleracion como la derivada de la velocidad de la forma:
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d Ry n B
EV(U) - ; Cn(m(-rn—l Tn+1)] (6)

Despreciando 1/(2:(1-u?)) cuando u=%1, sustituyendo (1-u2?) = (To-T2)/2 podemos escribir el
término anterior como: 1/(2-(1-u?)) = 1/(To-T2)

d 1
vy =—"—Sc mir, -T
W n§:1 T, - T,.,) (7)

El desplazamiento sera la integral de la velocidad, ver [2]:
C C T, T
v(udu+D =22T +-1T,+» C, -——L1+D 8
j W 2 4 Z 2( n+l n- 1) )

La incégnita D es la constante de integracién en x, y se podra conocer a partir de la
condicién inicial x(t=0) de tal manera que: X,(t=0)=bXx (t=0)=blk, (bO1+c=0)

Con el cambio de variable que indica la ecuacién (5) si tin=0 se tiene que c = b, luego
Xt (t = 0) = by (u=-1) =b [[V(udu+ D] =_1) =b [[V(u)du]=_1) +bD

Y por tanto:

1
D =x(t=0)- [jV(u)du](u:_l) 9)

Como se puede ver en la ecuacion (4) de la dinamica longitudinal aparece una no linealidad
en el término que define la fuerza aerodinamica, es por ello que se debe calcular el cuadrado
de la velocidad. Siguiendo a [2] se obtiene el cuadrado de la serie de Chebyshev:

(vew)? =§ngo'cr%(To +T2)+ :g;[mgm(cn Cm E{Tn+m +Tn—mm (10)

Una vez definidos los polinomios de Chebyshev de la velocidad, el desplazamiento y la
aceleracion se compone la ecuaciéon diferencial completa desarrollada en serie de
Chebyshev:

c{m Sc, i, T,.)|-

2+ )+ S Y nem

n=0 [ m=n+1

+bEKl(C2T+ =T, + Z ( To- J+DJ+f(u)—

-

n+1n1

Siendo f(u)=Csz(b-u+c)3+Cr(b-u+c)2+Csi(b-u+tc)+Cip+Ko+tK:, el término que incluye las
resistencias a la rodadura, parte de la rampa y la fuerza de frenado.
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Para calcular Cy se plantea la ecuacion de las condiciones iniciales, de tal manera que
Vu=-1) =V

Resolviendo para un N=4 se obtiene la ecuacion de Co en funcién del resto de constantes:

C,=2V,-2[C,+2[C,-2[C,+2IC, (12)

Utilizando la herramienta de calculo simboélico MAPLE se agrupan las constantes que
acompanan cada grado del polinomio de Chebyshev en u.

Una vez agrupada la serie en los Ti, para que sea nula la ecuacién (11), deben ser
idénticamente nulos todos los términos de la serie. Esto genera un sistema de ecuaciones
no lineal en los Ci, cuya solucién proporcionara la expansion en velocidad de la ecuacién (3)
que es solucién aproximada de la ecuacion diferencial no lineal (4).

No obstante, para mejorar la precisiéon, se utiliza el método tau de Lanczos que se ha
presentado brevemente en el punto 3 y se puede revisar con mas detalle en [2].

Efectivamente, al componer el sistema de ecuaciones anterior y agrupar los términos en u,
por el hecho de truncar la serie en el grado N, las N+1 ultimas ecuaciones no se cumpliran
exactamente, ya que al elevar al cuadrado el polinomio de Chebyshev de grado N obtenemos
un polinomio de grado 2N y el sistema queda con (2N)+1 ecuaciones y N incégnitas. Por
tanto, al igualar término a término los coeficientes de la serie de Chebyshev, resultante del
montaje completo de las ecuaciones dinamicas, se necesitaran N+1 términos para igualar el
numero de incognitas al de ecuaciones. Se puede aplicar en ese caso la teoria de la
perturbacién para funciones racionales, desarrollando un polinomio de perturbacién que
anada dichos términos.

En el caso de N=4 el sistema tendra 9 ecuaciones (To...Tg) y 4 incognitas (C;...C4). Por tanto
se necesitaran 5 términos de perturbacién para mejorar la precision.

El método 1 de Lanczos dice que si la expansién finita satisface de forma aproximada la
ecuacion (4), es posible encontrar un término pequeno de perturbacion de esa ecuacion tal
que la expansion de y(u), satisfaga exactamente la ecuacién dinamica:

e i)

+K [ 2 Cn(To+T2l)+l:§_;[ _g (Cn E‘[3mE[Tn+m+Tn—n1])DJr

m=n+1
Cor . C N T, T 1)
bK, =T, +—T,+» C =| "L -—"L |+D[+f(u)=E
+ 1(2 1+, T Z;, nz(nﬂ n—J } (U) = E(u)

donde E(U) = TlTn(u) + T2Tn+1(u) + T3Tn+2(u) + T4Tn+3(u) + T5Tn+4(u)

es el término de perturbacién.

6. DATOS DE SIMULACION

Veamos un ejemplo numérico con los siguientes parametros:

m=1200 kg; K, = 0.5 Ns2/m?; K, = 117.72 N; K; = -6.1687 N/m; Ko = 706.32 N
Las condiciones iniciales seran: Vo = 50 m/s; yo = 0.

Dichos valores se han tomado con el mismo orden de magnitud que tendrian en un vehiculo
real, pero no se corresponden con un modelo concreto.
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Se simulan 2 segundos y se excita el modelo con una accién de frenado muy violenta en
funcién del tiempo, que generara mayor error en los resultados que un frenado suave. Para
definir dicha accién de frenado se ha tomado como ejemplo la spline ciibica siguiente:

Ff =122381° - 4001012 + 320451 +1078 (14)

7. SOLUCION DEL SISTEMA PERTURBADO Y COMPARACION CON LA SOLUCION
NUMERICA

Las soluciones obtenidas para las constantes de Chebyshev y los términos de perturbaciéon
son las siguientes:

) C, =886789C, =-50239 C, =11757, C; =0.2198C, = -0.3193
solucion =

7, =145347 ¢, = -11283 7, = 01757, 7, = 00351, 75 = -0.0255

Por tanto el polinomio de Chebyshev, solucién de la velocidad, obtenido es:

N
y(u) = Z 'C, T, (u) = 4433947, (u) - 5.0239T, (u) +1.1757(T, (u) + 0.2198T,(u) - 0.3193T,(u) (15)

n=0
A continuacién se deshace el cambio de variable t=b-u, volviendo al dominio del tiempo y se

asigna a cada Tj(t) su polinomio correspondiente. Finalmente expresando los polinomios en
forma normal tendremos:

X(t) =—-0.5109t° + 2.7744t"* - 4.3529t° -1.3199t° +50t
v(t) = —2.5546t" +11.0975t° -13.0587t* — 2.6398t + 50 (16)
a(t) = -102185t°% + 33292612 — 26,1174t — 2.6398

Las tres ecuaciones anteriores son soluciones analiticas aproximadas para este ejemplo, a la
ecuacion diferencial no lineal que describe la dinamica longitudinal del vehiculo. Se muestra
en las figuras 1-3 el error respecto de la integracion numeérica para N=4.

Desplazamiento Longitudinal y Aproximacion Error Desplazamiento
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Figura 1. Desplazamiento y aproximacién en serie de Chebyshev, y su error relativo.
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Figura 2. Velocidad y aproximacion en serie de Chebyshev, y su error relativo.
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Figura 3. Aceleracién y aproximacion en serie de Chebyshev, y su error relativo.

Si se comparan los errores relativos maximos (error absoluto maximo dividido por el maximo
valor absoluto de la funcion) para distintos grados de los polinomios de Chebyshev se
obtienen los siguientes resultados:

N=3 N=4
Error relativo max a (%) | 40 0.15
Error relativo max v (%) | 2.5 0.008
Error relativo max x (%) 1.1 0.0023

Tabla 1. Comparativa del error relativo mdximo para la aceleracién, la velocidad y el desplazamiento

8. CONCLUSION

Se muestra un método para la obtenciéon de soluciones polinomiales aproximadas a la
ecuacion diferencial no lineal que describe la dinamica longitudinal de un vehiculo,
mediante desarrollo en polinomios de Chebyshev en el entorno de las condiciones iniciales.
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El procesamiento de estas soluciones es enormemente eficiente desde un punto de vista
computacional, puesto que son polinomios de grado bajo (N=4). Y el error maximo es muy
reducido (0.008% para velocidad y 0.0023% para desplazamiento).

Se ha realizado el analisis del error en funcién del grado del polinomio.

Aunque el método propuesto y las expresiones conseguidas se han aplicado a una ecuacion
de dinamica longitudinal, la metodologia utilizada es valida para sistemas de ecuaciones
diferenciales mas complejos, siempre y cuando se trabaje en valores proximos al punto de
expansion para mantener un error moderado con polinomios de grado bajo.
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