=12} Asociacion Espariola de XIX CONGRESO NACIONAL
m Ingenieria Mecanica DE INGENIERIA MECANICA

Desarrollo de una estrategia basada en el MEC para el
analisis tensional de engranajes

J.L. Iserte Vilar(l), F.T. Sanchez Marin(!) , I. Gonzalez Pérez(, A. Fuentes Aznar(?

(1) Dpto. de Ingenieria Mecdnica y Construccion. Universitat Jaume I
jiserte@emc.uji.es

(2) Dpto. de Ingenieria Mecanica. Universidad Politécnica de Cartagena

En el trabajo se presenta una aproximacién para el cdlculo tensional de los engranajes durante la
transmisién de potencia. En el desarrollo de la misma se asume la hipétesis simplificada de contacto
normal sin fricciébn, que ha mostrado tener un suficiente grado de aproximacién en este tipo de
aplicaciones.

Una de las etapas del proceso del cdlculo presentado consiste en la obtencién de la matriz de
conformidad que relaciona las presiones en los nodos de la posible zona de contacto con los
desplazamientos de los mismos. Este proceso se realiza aplicando el método de los elementos de
contorno a cada rueda dentada por separado. A partir de la matriz de conformidad de cada rueda
dentada puede obtenerse la matriz de contacto del problema con la que pueden determinarse las
presiones en la zona de contacto.

Con las presiones obtenidas en la zona de contacto puede calcularse la distribucién de tensiones en el
interior del diente debida a las presiones de contacto, asi como las tensiones en la base del diente
debida a la flexiéon, y los errores de alineacién debidos a estas deformaciones eldsticas utilizando de
nuevo el método de los elementos de contorno a cada elemento de la transmision por separado.

La aproximacién propuesta tiene la ventaja de reducir notablemente el nimero de incégnitas a la hora de
resolver el problema de contacto para cada punto del ciclo de engrane, ya que sélo estan involucrados
los nodos de la posible zona de contacto.

El método propuesto se ha implementado en Visual C#. Como parte de su validacién se ha aplicado al
problema de contacto de esferoides. Los resultados obtenidos se han comparado con los
correspondientes obtenidos al aplicar la teoria de Hertz. Los resultados muestran una gran aproximacion
entre los valores de presién de contacto obtenidos analiticamente segtun la teoria de Hertz y los
obtenidos mediante el método propuesto

1. INTRODUCCION

Este trabajo se situa en el marco de la investigacion referente al diseio de transmisiones
avanzadas de engranajes. Entendemos por tales transmisiones a aquellas cuyas superficies
de sus engranajes no son las estandar sino superficies modificadas [1]. Dichas
modificaciones buscan una mejor localizacién del contacto entre los engranajes intentando
reducir los efectos negativos relacionados con las desalineaciones que se dan en la
transmisiéon. En la figura 1 puede observarse dos tipos de superficies de dientes modificadas
con abombamiento parcial (a) y total (b). Las desalineaciones cuyos efectos pretenden
corregirse pueden deberse tanto a errores en la alineaciéon de montaje como a las
desalineaciones generadas por las deformaciones elasticas producidas por efecto de la
transmisiéon del par. Estas desalineaciones pueden provocar que la zona de contacto se aleje
de la zona central del diente de la rueda dentada yéndose a los extremos de aquel. Como
consecuencia pueden aparecer sobrepresiones en la zona de contacto, sobretensiones por
deflexion en la base del diente y un incremento de los errores de transmision. A su vez, esto
es fuente de vibraciones, ruido, y de una disminucién de la fiabilidad del sistema.
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Figura 1. Superficie del diente de un engranaje cilindrico de dientes rectos en el caso de: (a)
abombamiento parcial (b) abombamiento total

De esta forma, el analisis tensional permite obtener valiosa informacién sobre:

e Las tensiones de contacto, que implica la determinacién tanto de la distribucién de
presiones en el las superficies de contacto, como de la distribuciéon de tensiones por
debajo de dichas superficies.

e La deformacién sufrida por las ruedas dentadas, tutil para el calculo de errores de
transmisién bajo carga.

En la actualidad existen diferentes aproximaciones que permiten establecer el estado
tensional de los elementos de los engranajes. Podemos dividir estas aproximaciones en dos
grupos. Por un lado estan los métodos aproximados basados en resultados analiticos de
bajo coste computacional, pero que pueden adolecer de insuficiente precisién, o cuyo ambito
de aplicacién es restringido. Uno de estos métodos queda recogido en el trabajo [2]. Aqui
puede verse como un método con muy bajo coste computacional basado en la teoria de del
contacto de Hertz [3] permite obtener con muy buena aproximaciéon las presiones de
contacto y la distribucién de tensiones en el interior del diente debida, pero no ofrece
informacién sobre las tensiones en la base del diente debida a flexién. Por otra parte, al
estar basado en la teoria de Hertz, el método pierde su validez cuando la zona de contacto se
extiende sobre zonas con grandes variaciones de curvatura, como ocurre en el caso
superficies de dientes modificadas con abombamiento parcial (ver figura 1), o cuando la
zona de contacto llega hasta los bordes.

Por otra parte, estarian los métodos de alto coste computacional, principalmente basados el
método de los elementos finitos (MEF). Estos métodos tienen la ventaja de ofrecer una
mucha mayor fiabilidad en los resultados obtenidos, pero tienen como clara desventaja su
complejidad a la hora de aplicarlos al caso del contacto en engranajes, y su elevado coste
computacional.

En este trabajo se presenta una aproximacion para resolver el problema de contacto que
hace uso del método de los elementos de contorno (MEC) pero que reduce en gran medida el
coste computacional sobre todo si se pretende obtener el estado tensional de la transmisiéon
durante todo el ciclo de engrane. Los resultados obtenidos en [2] muestran que la
simplificacion de considerar contacto normal sin fricciébn, dentro de las limitaciones
descritas anteriormente, es suficientemente adecuada para obtener las presiones de
contacto.

Por propésito de simplicidad la presentacién del algoritmo de calculo se realizara asumiendo
una transmision de engranajes cilindricos rectos.

2. METODOLOGIA

2.1. Obtencién de la matriz de contacto mediante el MEC

El método propuesto, para resolver el problema de contacto, tiene como primer paso
obtener, para cada rueda dentada independientemente, la relacion entre las presiones en la
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zona de contacto y los desplazamientos del pinén u,; y de la rueda u,,. Esto podria hacerse
a través del operador de Green o, matriz de conformidad. Para ello, considérese un tnico
cuerpo elastico Q representado en un sistema de referencia (x,y,z). Si sobre este cuerpo
actian cargas de volumen b(x,y,z) y superficiales t(x,y,z) el operador de Green G permite
obtener el campo de desplazamientos u(x,y,z) causado por estas cargas:

u(x,y,2) = G(b(x,7,2), t(x,,2)) )

De una forma aproximada, si se considera un cuerpo tridimensional discretizado en el que
Unicamente aparecen cargas superficiales, la relaciéon entre las cargas en los nodos t; y los
desplazamientos nodales u; pueden representarse por una matriz cuadrada G

u=Gt (3)

siendo la matriz ¢ de tamano 3/ X3I, donde I es el numero total de nodos de la
discretizacion del soélido, y los vectores u y t estan formados por todas las componentes de
los vectores u; y t; de cada nodo:

u= [ul,x' ul,y' ul,Z' Tty uI,Xl ul,y' u,_Z]T, (4)

t= [tl,X' tl,y' tl,Z' Yy t[_x: t[,y' tI,Z]T' (5)

En el caso general, la determinacion de la matriz de conformidad para un sélido discretizado
se construye de la siguiente forma. Cada columna de la matriz de conformidad (asociada a
un GDL) se obtiene como la solucion al problema elastico en el que acttia una carga puntual
en un nodo en la direccién correspondiente con el GDL considerado. Ahora bien, de cara a
estudiar el problema de contacto entre dos sélidos, se dividira el contorno de cada sélido en
tres partes con diferentes condiciones de contorno descritas en la Figura 2, donde I}, es una
parte donde los desplazamientos de los nodos estan determinados, I es la zona donde se
conocen las fuerzas externas aplicadas, mientras que la zona I, es la zona donde pueden
darse el contacto entre ambos sélidos, y n indica la direccién normal a la superficie en cada
punto.

I'u

Q

cuerpo eldstico

Figura 2. Diferentes superficies en el contorno de un cuerpo eldstico

El modelo de elementos de contorno propuesto para cada rueda dentada esta basado en las
ideas del modelo de elementos finito descrito en [4] en lo relativo a las restricciones del
modelo. En vez de considerar un modelo que incluya todos los dientes de la rueda dentada
se considera tan sélo un numero reducido de ellos, y se introducen superficies rigidas en los
extremos de los mismos. En la figura 3 se sefalan las condiciones de contorno para cada
una de las superficies en las que se divide la rueda dentada. Por simplicidad, en este caso se
presenta un modelo en el que toda la rueda dentada se ha reducido a un tnico diente, sin
embargo, el proceso de calculo explicado seria valido también para cualquier ntmero
dientes e incluso para multiples contactos entre dientes. En la figura 3 las superficies
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rigidas pertenecientes a [, son las indicas con rayado fino. La zona de posible contacto,
perteneciente [, sera unicamente el flanco del diente del lado conductor/conducido,
mientras que el resto del contorno pertenecera a I;, donde las fuerzas externas aplicadas
seran nulas.

Posible zona de
contacto (I'¢)

Zona sin
contacto (I'y)

Superficies
rigidas (['w)

Figura 3. Condiciones de contorno para las superficies de las ruedas dentadas

Siguiendo el desarrollo del método de los elementos de contorno expuesto en [5] puede verse
como el planteamiento de las ecuaciones integrales resultantes de la aplicacion del Teorema
de Betti mediante métodos numéricos, y tras el ensamblado y reordenacién de las
incognitas del sistema, pueden presentarse en la forma estandar:

Ax=b (6)

Donde A es un matriz de coeficientes de tamano 3/ X 31, x es el vector de incégnitas, y b la
parte no homogénea dada por las condiciones de contorno.

Para resolver el problema de contacto no serda necesario construir completamente las
matrices de conformidad definidas en la ecuacién 3 correspondientes al pinién y la rueda, G,
y G,, puesto que tan sélo se necesitara relacionar las tensiones en los posibles nodos de
contacto los desplazamientos de estos mismos nodos. Ademas, en los nodos de la zona de
contacto tan sélo se tendran tensiones debidas a las presiones de contacto, por lo que sélo
se debera tener en cuenta esta posibilidad.

De esta forma, se planteara para cada rueda dentada aislada y para cada nodo i (i=1,..,m) de
la posible zona de contacto I, el problema en el cual todos las superficies rigidas [}, tienen
desplazamiento nulo, y la tGnica carga externa es una presion p; =1 en el nodo i (siendo
p; = —t;'n;). Cada uno de estos problemas dara lugar a un sistema lineal como el de la
ecuacién 6, donde la matriz de coeficientes A sera la misma en todos los casos y sélo variara
el vector b. Esto hace especialmente aconsejables los métodos de resolucion con
factorizaciéon (como la descomposicién L-U) que reducen considerablemente el coste
computacional. En la resolucion de cada uno de estos casos se obtendra como solucién los
desplazamientos de todos los nodos de la rueda dentada. De estos, se tomaran tnicamente
los desplazamientos de los nodos de la zona de posible contacto I, y a partir de ellos se
obtendra el desplazamiento en la direccion normal a la superficie en cada nodo u,, = u; ‘- n;

(k=1,..,m). Las columnas de las matrices de contacto C™, del pifién, y C® estaran formadas
por estos desplazamientos normales obtenidos en cada caso de presion unitaria. De esta
forma se cumplira que:

uh = cWp (7)

u® = c@p (8)
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Las ecuaciones 7 y 8 permiten relacionar las presiones de contacto y los desplazamientos de
los nodos en las zonas de posible contacto, donde se ha asumido mallado conforme entre
ambos sélidos e igual ordenaciéon. El tamafio de las matrices de contacto sera pues m X m.

2.2. Resolucion del problema de contacto

Una vez obtenidas las matrices de contacto de pinén y rueda se resolvera el problema de
contacto adaptando un algoritmo propuesto por Johnson [6]. En primer lugar sera necesario
establecer la posicién inicial de contacto. Se partira de una posicién de la rueda dada por su
angulo de giro @,, y se obtendra la posicién de contacto del pinén @,;—considerados ambos
elementos como sélidos rigidos— utilizando el algoritmo de analisis de contacto descrito en
[1]. En la figura 4 puede verse un esquema de dicha posicion inicial de contacto. Para esta
posicion se calculan las distancias entre cada par de nodos relacionados del pinén y rueda
de la zona de posible contacto, h;. Una vez aplicado el par, debido a las deformaciones
elasticas, el pinon habra girado un A®,. para cada par de nodos relacionados se supondra la
siguiente relacién:

= 0 silos nodos estan contacto (9a)

(€] ()
U +u® 4, - 5{ _ :
i ™ ¢ > 0 silos nodos no estan en contato (9b)

donde § es la proyeccion del desplazamiento que tendria el punto inicial de contacto del
pinodn al girar un angulo A@,, considerado como sélido rigido. Dado que el valor de A@,; sera
muy pequeno se cumplira que § = k-A@,, donde k es una constante que dependera de la
geometria de los engranajes y de la posicién de contacto.

Figura 4. Modelo de la transmisién para la aplicacién del par

Para un valor de § determinado el problema de contacto puede resolverse de la siguiente
manera iterativa. Se asume que existe contacto en todos los nodos de la zona de posible
contacto. De esta forma, y teniendo en cuenta las ecuaciones 7, 8 y 9a, se tendra:
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Cp=6—-h (10)

Donde € =C® + @, La resoluciéon del sistema lineal 10 dara un vector de valores de
presiéon para cada nodo de la posible zona de contacto. Si la zona real de contacto no
coincide con la supuesta, algunos de los valores de estas presiones seran negativos, lo que
implicaria que son necesarias tensiones de traccién en algunas zonas de la superficie de
contacto supuesta para mantener dicho contacto. Estos nodos de presion negativa pasaran
a considerarse que no estan en contacto para la siguiente iteracién. Este proceso termina
cuando las presiones de la zona de contacto supuesta son todas positivas.

La cuestion es que para este tipo de problemas el dato de entrada es el del par aplicado en
la transmisién y no el valor de §. En este caso, el sistema 10 se afadira una nueva ecuacion
en la que el par sera funcién de las presiones en la zona de contacto y § sera una nueva
incognita mas. Este sistema se resolveria de la misma forma iterativa.

2.3. Postproceso

Una vez resuelto el problema de contacto, de él se habran obtenido directamente las
presiones y la zona de contacto y el A@; — asociado al error de transmision. El siguiente paso
sera resolver el sistema 6, definido para el pinon y rueda aislados, en el que los valores de la
presion en cada nodo son los obtenidos al resolver el problema de contacto. De esta forma
se conoceran los desplazamientos de todos los nodos de cada rueda dentada. Con estos
datos puede obtenerse el valor de tension o deformaciéon en cualquier punto de cada rueda
dentada mediante el postproceso habitual en el MEC [5].

3. RESULTADOS

El proceso de calculo mostrado se ha implementado en Visual C#. Como parte de su
validacion se ha aplicado al problema de contacto de esferoides para poder ser comparado
con resultados analiticos. El mallado de los esferoides se ha realizado mediante elementos
lineales isoparameétricos triangulares. Como se indica en [7] los elementos lineales son los
mas adecuados para representar las superficies en contacto. En la figura 5 puede verse el
mallado utilizado para los esferoides. En este caso se representa el esferoide en su estado
deformado debido a la presion de contacto obtenida mediante el procedimiento aqui
expuesto (los desplazamientos se han mayorado para hacerse mas visibles).

—
) s‘,“

Figura 5. Esferoide deformado debido a la presién de contacto
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Los resultados obtenidos se han comparado con los correspondientes obtenidos al aplicar la
teoria de Hertz. Los resultados muestran una gran aproximacion entre los valores de
presion de contacto obtenidos analiticamente segin la teoria de Hertz y los obtenidos
mediante el método numérico descrito. La tabla 1 recoge los valores obtenidos al estudiar el
caso de contacto entre dos esferas de R=200mm para diferentes valores de fuerza total de
contacto.

Caso | Interferencia Fuerza Area Pmax Pmax Error
(mm) (N) contacto Hertz MEC relativo
(mm?2) (MPa) (MPa) (%)

1 1,64E-04 3,16E+00 0,05 92,04 93,28 -1,35%
2 1,64E-03 1,00E+02 0,52 291,08 290,88 0,07%

3 1,64E-02 3,16E+03 5,15 920,48 920,91 -0,05%
4 1,64E-01 1,00E+05 51,53 2910,82 2913,23 -0,08%
) 1,64E+00 3,16E+06 515,32 9204,82 9330,67 -1,37%

Tabla 1. Comparacion de Presiones de contacto mdximas teéricas (Hertz) y las obtenidas mediante el
algoritmo descrito.

Puede verse que para un gran rango de fuerzas las diferencias con los valores teéricos no
superan el 2%. La figura 6 recoge, para el caso 2 de la tabla 1, la distribucién de presiones
teorica (Hertz) y la obtenida mediante el procedimiento numeérico.

300
¢ BEM
250 —Hertz
o 200
- ° ¢
g
g 150
)
o
7]
g 00
a1
50
0
-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 O 0,1 02 03 04 0,5

r (mm)

Figura 6. Presién de contacto obtenida con el algoritmo descrito y la teérica aplicando Hertz (caso 2)

Al tratarse de esferas la distribucion so6lo depende de la distancia al punto de contacto.
Puede verse la gran aproximacién obtenida entre los valores tedricos y los obtenidos
mediante el método numeérico propuesto.

4. CONCLUSIONES Y FUTURAS LINEAS DE TRABAJO

Se ha presentado una estrategia basada en el MEC enfocada al analisis tensional de
transmisiones de engranajes. Se ha validado el nticleo central de la misma, la resolucion del
problema de contacto, mediante su aplicacién al problema de contacto entre esferoides. Pero
todavia se ha de validar la estrategia completa para transmisiones de engranajes. De los
resultados obtenidos en [2] cabe esperar una buena aproximacion al aplicarse la estrategia
presentada a engranajes, puesto que las aproximaciones realizadas en ambos casos son
equiparables. Este proceso de validaciéon para diferentes tipos de transmisiones de
engranajes se pospones para futuros trabajos.
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