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La fotoelasticidad y la correlacion digital de imdgenes (DIC) son técnicas Opticas experimentales de
campo completo empleadas en el andlisis de elementos mecdnicos. Asi, la fotoelasticidad se emplea para
la estimacion de tensiones mientras que DIC permite medir desplazamientos y deformaciones.

En el presente trabajo se aplican las anteriores técnicas a la determinacion de los factores de
intensificacion de tensiones (SIFs). La estimacién de estos factores se ha realizado empleando tres
modelos matemdticos distintos, éstos basan su cdlculo en medidas del campo de tensiones (aportadas
por el orden de franja en fotoelasticidad), o en el campo de desplazamientos alrededor del vértice de una
grieta (DIC mide desplazamientos horizontales y verticales).

Los modelos empleados son: El modelo de Westergaard, el modelo de las series de expansion de
Williams y el denominado CJP por sus autores Christopher, James y Patterson.

Mediante el empleo de los dos primeros modelos se determinan Ki, Ki y el T-stress (oox), mientras que el
modelo CJP considera los efectos de contacto que se establecen entre las caras de la grieta,
introduciendo nuevos factores de intensificacién de tensiones: Kr (factor de intensificaciéon de tensiones
andlogo al Ki), Kr (factor de intensificacién de tensiones de retardo) y Ks (factor de intensificacién de
tensiones tangenciales), ademds de determinar el T-stress.

Para el andlisis de los factores de intensificacion de tensiones se desarrollan dos interfaces (una por
técnica) que permiten llevar a cabo la seleccién de puntos alrededor del vértice de la grieta y en el que se
encuentran implementados los modelos de estudio.

1. INTRODUCCION

El objetivo de la mecanica de la fractura [1] es proporcionar respuestas de forma
cuantitativa a problemas especificos de grietas que se encuentran contenidas en elementos
mecanicos o estructurales. Dentro de la mecanica de la fractura existen distintos enfoques,
siendo objeto de estudio en el presente trabajo la mecanica de la fractura lineal elastica
(LEFM).

Los primeros autores que aplicaron la técnica de fotoelasticidad al campo de la mecanica de
la fractura fueron Post y Wells [2,3]. Sin embargo, Irwin [4] fue el primer autor que propuso
una metodologia para el calculo de los factores de intensificacion de tensiones (SIFs) a partir
de datos isocromaticos. Posteriormente, otros han sido los autores que han desarrollado
métodos alternativos para la determinacién de dichos factores [5,6]. Uno de los avances mas
importantes en el calculo de los SIFs fue llevado a cabo por Sanford y Dally [5] a través de
su método Multi-Point Over Deterministic (MPODM), siendo los primeros en desarrollar un
procedimiento general para la determinacion de los SIFs en modo mixto y el T-stress. Otro
avance importante en el calculo de los SIFs fue establecido por Nurse y Patterson [7], que
desarrollaron un método basado en los potenciales complejos de Muskhelishvili [§],
mostrando un excelente grado de exactitud para problemas de fractura en modo mixto.
Recientemente, un nuevo modelo matematico para la descripcion del campo de tensiones
alrededor del vértice de una grieta ha sido propuesto por Christopher et al. [9]. Este modelo,
denominado CJP, es desarrollado a partir de los potenciales complejos de Muskhelishvili [8]
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y tiene en cuenta los efectos de contacto que se establecen entre las caras de la grieta,
introduciendo nuevos factores de intensificacion de tensiones. Actualmente, muchos son los
autores que estan trabajando en torno a este nuevo modelo [10].

Por otro lado, hoy en dia se estan desarrollando técnicas de medida sin contacto basadas en
correlacion digital de imagenes (DIC) debido a su implementacion relativamente sencilla
[11]. Sutton et al. [12] desarrollaron métodos empleando los campos de deformaciones, sin
embargo, como son determinados por diferenciacion numérica de los campos de
desplazamientos, se introduce ruido con la consiguiente aparicion de errores en los
resultados. Recientemente, nuevas metodologias [13,14] han sido desarrolladas para la
determinacién de los factores de intensificaciéon de tensiones a partir de los campos de
desplazamientos, éstas combinan la técnica de DIC con el método MPODM de Sanford y
Dally [5]. Yoneyama et al. [13] desarrollaron una metodologia en la que los SIFs eran
determinados a partir de series de expansién trigonomeétricas, mientras que Lopez-Crespo et
al. [14] llevaron a cabo la determinacién de los SIFs a través de una metodologia basada en
los potenciales complejos de Muskhelishvili [8]. Por otro lado, Yates et al. [15] determinaron
los SIFs y el T-stress empleando términos de expansién de los desplazamientos segin el
modelo de Williams [16]. Por ultimo, el modelo CJP desarrollado por Christopher et al. [9]
para fotoelasticidad puede ser extendido para la técnica de DIC, estando menos contrastado
[17].

En el presente trabajo se ha llevado a cabo una comparativa entre tres modelos distintos de
definicion del campo de tensiones (para la técnica de fotoelasticidad) y de los campos de
desplazamientos (para el caso de DIC) en las inmediaciones del vértice de la grieta. Los
modelos empleados han sido el de Westergaard [1], el modelo de Williams [6,16] y el modelo
CJP [17]. Esta comparativa se ha realizado a través de la evaluacion de los factores de
intensificacién de tensiones y el T-stress, para lo cual, se han generado artificialmente dos
grupos distintos de imagenes, unas obtenidas a partir del modelo de Westergaard y otras a
partir del modelo CJP, y de esta forma examinar las distintas discrepancias que puedan
existir entre los tres modelos. Para agilizar el analisis de los SIFs se han desarrollado dos
interfaces, una por técnica, para llevar a cabo de forma rapida su determinacion.

2. DESCRIPCION DE LOS MODELOS

Como se ha comentado anteriormente, en este articulo se ha llevado a cabo una
comparativa entre tres modelos distintos de definicion del campo de tensiones y los de
desplazamientos en las inmediaciones del vértice de la grieta mediante la evaluacion de los
factores de intensificacion de tensiones usando las técnicas 6pticas de fotoelasticidad y DIC.
Los modelos analizados son los siguientes:

— Modelo de Westergaard. Como su propio nombre indica, este modelo esta basado en
las ecuaciones clasicas de Westergaard [1].

— Modelo de Williams. Este modelo desarrolla las series de expansion de Williams [6,15].

— Modelo CJP. Nuevo modelo matematico desarrollado por Christopher, James y
Patterson [17].

A continuacion se va a realizar una breve descripcion de los modelos para las dos técnicas
empleadas.

2.1.Modelo de Westergaard

Segiin el modelo de Westergaard [1], el campo de tensiones y de desplazamientos
(horizontales y verticales) en las proximidades del vértice de la grieta pueden ser
caracterizados mediante los factores de intensificaciéon de tensiones y las coordenadas
polares de los puntos seleccionados, asumiendo como origen el vértice de la grieta:

Fotoelasticidad | DIC
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Tabla 1. Campo de tensiones y desplazamientos segun el modelo de Westergaard

En la expresion (2), E es el modulo de elasticidad del material del modelo (MPa) y v es el
coeficiente de Poisson del material.

Para la técnica de fotoelasticidad el parametro de estudio es el orden de franja, por tanto, se
ha de desarrollar una expresiéon que relacione el orden de franja con el campo de tensiones.
Asi, la ley tenso-o6ptica (3) relaciona el orden de franja con la diferencia de tensiones
principales.

N;g =0,-0, = \/(Jy -0, )2 +(27Xy )2 (3)

Donde fses el valor de franja del material y h es el espesor del modelo.

Por consiguiente, sustituyendo la ecuacion (1) en la expresion (3) se obtiene una ecuacion
no lineal (4) que relaciona el orden de franja con los factores de intensificacion de tensiones,
el T-stress y las coordenadas polares de los puntos seleccionados.

Nf
h0=9(K|:K||,0'0xar:9) (4)

De esta forma, un proceso de calculo iterativo es necesario para la determinacién de los
SIFs y el T-stress.

Por otro lado, para la técnica de DIC los campos de desplazamientos se obtienen de forma
directa, por tanto, los factores de intensificacion de tensiones y el T-stress se obtienen
mediante la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales.

2.2.Modelo de Williams

El segundo modelo de estudio es aquel que desarrolla las series de expansion de Williams
[6,16]. Segun este modelo, el campo de tensiones y de desplazamientos en las inmediaciones
del vértice de la grieta se puede expresar como funcién de los coeficientes de las series, del
numero de términos y las coordenadas polares de los puntos seleccionados (expresiones
recogidas en la tabla 2).

Fotoelasticidad DIC
O'X u
oy =1 An Ayp.r.0)5) {v}: f(n,a,,by,r,0,E,v)(6)
Txy

Tabla 2. Campo de tensiones y desplazamientos segun el modelo de Williams

. K K
En la expresion (5): Ay :F'ﬂ, Ay :——%, 47, =—0y
K K
Mientras que en la expresién (6): 8, =——, b =——L  a,= 9ox

Jar' 7

De igual modo que en el caso del modelo de Westergaard, al sustituir la expresion (5) en la
ley tenso-6ptica (3), se obtiene una ecuacién no lineal (7) que relaciona el orden de franja
con los coeficientes de las series y las coordenadas de los puntos seleccionados.
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Mediante un proceso de calculo iterativo, los SIFs y el T-stress son determinados.

Para la técnica de DIC, sin embargo, la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales
permite el calculo de los SIFs y el T-stress.

2.3.Modelo CJP

El ultimo modelo de estudio es el desarrollado por Christopher et al. [17], tratandose de un
nuevo modelo matematico que esta basado en los potenciales complejos de Muskhelishvili
[8]. Este modelo tiene en cuenta los efectos de contacto que se establecen entre las caras de
una grieta cuando se esta propagando por fatiga. Asi, los autores postularon que la zona
plastica que se establece alrededor de la grieta ejerce un conjunto de fuerzas sobre el
material elastico circundante, influyendo en el campo de tensiones y desplazamientos.
Segun este modelo, el estudio de las técnicas de fotoelasticidad y DIC se realiza mediante el
empleo de las expresiones recogidas en la tabla 3.

Nf
Fotoelasticidad T" = ‘Az Y2 1 B2 ¥7+C2° +Dz Y2 Inz+E27¥%ZIn z‘ (8)
2uu+iv)= l{—2(8+2E)z}/2 +4E22 —282%2 1n z—C%Fz}
pie C-F C+F ©
—z{—(B+2E)2_% _Ez i z—%}—[AZ% +D72In7-2D77? +%z]

Tabla 3. Expresiones de estudio segtin el modelo CJP para las técnicas de fotoelasticidad y DIC

Donde z = x + iy es la coordenada complejay A, B, C, D, Ey F son coeficientes desconocidos
que han de ser determinados.

Los autores definieron cuatro parametros con los que el campo de tensiones y los de
desplazamientos pueden ser caracterizados:

Parametro Descripcion

K. — T ( A—3B 8E) Factor de intensificacion de tensiones andlogo al clasico Ki. Conductor del
Foyo\ o crecimiento de grieta, se determina evaluando oy,

7312 Factor de intensificacién de tensiones de retardo. Caracterizado por las
Kg = (D —3E) tensiones que actian paralelamente a la direccion de crecimiento de
\/E grieta, determinandose por evaluacién de ox.
= Factor de intensificacién de tensiones tangenciales. Caracterizado por las
Kg = \/:(A+ B) tensiones cortantes originadas en el contorno elasto-plastico,
determinandose por evaluacion de .
T = -C (fotoelasticidad)
Ix = _IC::}(DIC) T-stress. En el caso de DIC se evaliia a partir de sus componentes.
y

Tabla 4. Parametros de definiciéon del modelo CJP

3. METODOLOGIA EMPLEADA

La metodologia empleada para la determinaciéon de los factores de intensificacion de
tensiones y el T-stress se muestra en el siguiente diagrama
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Figura 1. Metodologia seguida para la determinacioén de los SIFS y el T-stress

El primer paso llevado a cabo en la metodologia es crear la imagen artificial a partir de
alguno de los modelos de estudio. Se ha optado por generar dos conjuntos de imagenes: el
primero a partir de las ecuaciones de Westergaard y el segundo a partir del modelo CJP. De
esta forma, se pretende comparar los valores de los SIFs a partir de los cuales las imagenes
han sido definidas con los obtenidos de la implementacion de los distintos modelos.

Las imagenes se han generado tratando de cubrir los casos mas representativos. Asi, para el
modelo de Westergaard se han generado imagenes para los modos de carga I, II y mixto;
mientras que para el modelo CJP se han generado imagenes en las que no se dan efectos de
las tensiones de retardo o de las tensiones tangenciales y cuando si hay presencia de unas
u otras. Teniendo esto en cuenta, las caracteristicas de las imagenes generadas
artificialmente para ambos modelos se muestran en la tabla 5.

Imégenes a partir del modelo de Imagenes a partir del modelo CJP

Westergaard
Im. Parametros A B C D E
Im.| Modo de carga | K | K | oox p | K= LER=0, 1455 | 02|15 o | o
Ks= 0, oox= 1.5
1 Modo I 10/ 0 | 50 o 008
2 Modo II 0[5]50 2 |k 055 omm 15| 0-2 | 02 |-1.5/0.005|-0.005
3 | Modomixto |10] 5 | 50 S—mo O

Kr=0.88, Kr= 0,
3 | ks=0.38, oo = 1.5|0-3%|70-15|-1.5| 0O 0

Tabla 5. Imdgenes generadas artificialmente a partir de los modelos de Westergaard y CJP

En la figura 2 se muestra, a modo de ejemplo, el mapa de franjas isocromatico generado a
partir del modelo de Westergaard correspondiente a la imagen 1.
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Figura 2. Mapa de franjas zsocromatzco correspondzente a la imagen 1 generada a partir del modelo de
Westergaard y selecciéon de puntos alrededor del vértice de la grieta. a) 2D, b) 3D

Una vez generada la imagen de forma artificial, el siguiente paso en la metodologia es
importar dicha imagen al interfaz correspondiente. Asi, si se trata de analizar el orden de
franja, se empleara la interfaz creada para fotoelasticidad, mientras que si son los campos
de desplazamientos los que se desean analizar, la interfaz a emplear es la correspondiente a
DIC.

A continuacion se procede a la seleccién de un conjunto de puntos en las inmediaciones del
vértice de la grieta (figura 2). Para ello, el vértice de la grieta ha de ser identificado,
seleccionandolo directamente sobre la imagen en estudio. El tamafio de la region en la que
se encuentran los puntos seleccionados fue definido por Nurse y Patterson [7] como una
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malla anular de radio interior igual a 10 veces el radio del vértice de la grieta, y radio
exterior aproximadamente igual a 0.4 la longitud de la grieta.

Una vez que se ha llevado a cabo la seleccién de los puntos que se van a emplear para la
determinacién de los SIFs, se selecciona el modelo que se desee analizar.

El Ultimo paso para la determinacion de los factores de intensificacion de tensiones, es el
proceso de calculo. Para el caso de la técnica de fotoelasticidad se ajusta una ecuacién no
lineal, empleando el método de minimos cuadrados no lineales, rutina implementada en
Matlab®. Para DIC, la determinacion de los SIFs se lleva a cabo mediante la resoluciéon de
un sistema de ecuaciones lineales combinando los dos campos de desplazamientos.

Ademas de la determinacion de los SIFs, para evaluar la calidad de los ajustes llevados a
cabo se estudian dos parametros estadisticos, la media y la varianza.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

En esta seccién se examinan los resultados obtenidos del analisis de las distintas imagenes
generadas a partir de uno y otro modelo. En la tabla 6 se muestran los resultados, tanto
para fotoelasticidad como DIC, del analisis de las tres imagenes generadas a partir del
modelo de Westergaard.

FOTOELASTICIDAD DIC
Imagen 1 o CJP o CJP
(modo I) | Westergaard | Williams K 10 Westergaard | Williams pre 10
Ki| 10 10 10 Kr| 2,91-108 10 10 Kr |[-5,87:10-8
Kul O -1,81-10-15 | -9,92-10-12 | Ks | 3,44:108 -1,73-10-6 | -1,37-10-6 | Ks |-1,83:10-8
gox| S50 50 50 Oox -50 50 50 Oox 50
u -8,25-10-10 -5,06-10-10 | u | -8,51-10-11 5,03-10-10 5,39:10-10 | u | 0,99948
S 1,59:10-16 1,58:10-16 | § | 1,69-10-16 1,92:10-16 3,12-10-16 | S |8,42:10-23
FOTOELASTICIDAD DIC
Imagen 2 - CJP . CJP
(modo II) | Westergaard | Williams K 0.3858 Westergaard | Williams Kr | 7,010
Kir 0 -2,02-10-8 -3,40-108 | Kr | 0,26269 -6,54-10-10 6,19-10-10 | Kr | -3,16:10°
Ku| 5 5 5 Ks 8,6354 5 5 Ks | -2,74:10°
ogox| 50 50 50 ogox| -17,2139 50 50 Oox 50
u 1,78-109 -2,11-10% | u | -0,39766 -5,49-10-9 -8,03-10%9 | u | 0,99948
S 2,15-10-16 1,96:10-16 | § 1,4959 5,73:10-14 1,05-10-13 | S | 0,000235
Imagen 3 FOTOELASTICIDAD DIC
gni:g‘; Westergaard | Williams K C:I; 274 Westergaard | Williams K CJI; o
K 10 10 10 Kr -0,92964 10 10 Kr | -4,66-10-8
Ku 5 5 S Ks 7,8816 5 S Ks | 1,68-108
ogox| 50 50 50 Oox| -30,3918 50 50 Oox 50
u 2,23-10-11 -9,56:10 | 4 | -0,23624 2,97-10-10 3,71-10-11 U | 0,99959
S 3,57-10-16 3,57-10-6 | § 0,89353 1,81-10-16 1,94-10-1 | S | 2,20-105
Tabla 6. Resultados obtenidos del andlisis de las imdgenes generadas a partir del modelo de
Westergaard

Se observa de estos resultados como para los modelos de Westergaard y Williams, los
valores obtenidos para los SIFs coinciden con los valores a partir de los cuales se han
definido las distintas imagenes artificiales. Sin embargo, para el modelo CJP, se observa
como los valores de los SIFs para modo II y mixto no coinciden con los de definicién de la
imagen. Otra observacion se da para el modelo CJP usando fotoelasticidad, para el cual, el
valor obtenido para el T-stress tiene signo contrario con respecto al de definicion de la
imagen. Para la técnica de DIC, se puede observar como cuando hay presencia de Ku, no
existe valor de Ks como en el caso de fotoelasticidad.

En la tabla 7 se muestran los resultados obtenidos del analisis de las tres imagenes
generadas a partir del modelo CJP.
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FOTOELASTICIDAD DIC
Imagen 1 11s CJP 2 11s CJP
Westergaard | Williams Ko | 10027 Westergaard | Williams K| 10037
Al 02 Ki 1,0027 1,0027 Kr [-2,76108 1,0027 1,0027 | Kg [-4,72:10-10
B| 02| Ku 4,57-10-11 4,57'101" | Ks |2,77-10% -7,86-10-18 -1,49:107 | Ks |-1,57:109
c| -1,5 | oo -1,5 -1,5 Oox 1,5 1,5 1,5 gox 1,5
D| 0 u -2,85-109 -2,85-109 u_ [1,23108 -1,67-10-10 -1,49-100 | p [9,99-10
E| 0 S 1,81-10-16 1,81-10-16 S _[4,79-10-16 2,17-10-16 2,38-10-16 | S [5,60-10-23
FOTOELASTICIDAD DIC
Imagen 2 i11s CJP 11: CJP
Westergaard | Williams K| 10528 Westergaard | Williams K| 1.0037
Al 02 K; 0,83176 0,82679 Kr_[0,078748 0,87492 0,87523 | Kr [-4,72-10-1°
B| 02| Ka 3,26-109 -1,32E-09 | Ks [3,13-10-10 2,80-10-18 -1,50:107 | Ks | -1,57-10°
C| -1,5 | oox -1,4633 -1,3921 Oox 1,5 1,6263 1,7328 | gox 1,5
D[0.005] u 0,02601 0,03322 u_ [5,21-1010 -0,10443 -0,08149 | u | 0,99948
E[-0005] S 0,00046 0,00327 s _[1,151016 9,5827 4,0095 S [5,60-10-23
FOTOELASTICIDAD DIC
Imagen 3 i11s CJP 11s CJP
Westergaard | Williams K| 10027 Westergaard | Williams K| 1.0027
Al 035 Ki 1,2767 1,3213 Kr [-1,54-108 0,7927 0,8551 | Kr |8,85-10-1°
B|-015| Ku 2,47-10-6 4,72:108 Ks | 0,25066 -7,75-10-18 -9,41:10-18 | Ks | 0,25066
Cc| -1,5 | oo« -1,65 -2,566 Oox 1,5 -0,4046 -0,22582 | gox 1,5
D| o u 0,034264 -0,05903 p_ [-1,79:10° -0,17726 -0,23139 | @ | 0,99948
E| 0 s 0,040211 0,11417 S _[1,651016 193,1764 206,8393 | S [4,84-1022

Tabla 7. Resultados obtenidos del andlisis de las imdgenes generadas a partir del modelo CJP

En la tabla anterior se observa como para los modelos de Westergaard y Williams no se
obtienen buenos resultados cuando existe efecto de las tensiones cortantes (Ks) o de retardo
(Kr). Ademas de esto, para fotoelasticidad se observa como los valores del T-stress obtenidos
mediante los modelos de Westergaard y Williams tienen signo contrario a los obtenidos a
partir del modelo CJP. Se puede observar también, para la imagen 2, como el modelo CJP
mediante DIC no detecta el efecto de las tensiones de retardo, es decir, no existe valor de Kr.

5. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha llevado a cabo una comparativa de modelos para la
determinaciéon de los factores de intensificacion de tensiones empleando las técnicas épticas
de fotoelasticidad y DIC. La estimacién de dichos factores se ha realizado empleando tres
modelos matematicos distintos de definicibn de los campos de tensiones (para
fotoelasticidad) y desplazamientos (para DIC) en las inmediaciones del vértice de la grieta. El
primer modelo esta basado en las ecuaciones de Westergaard, el segundo desarrolla las
series de expansion de Williams y el tercero es el nuevo modelo CJP (Christopher-James-
Patterson) que tiene en cuenta los efectos de contacto que se dan entre las caras de la
grieta.

La comparativa se ha realizado mediante el analisis de distintas imagenes generadas de
forma artificial empleando los modelos de Westergaard y CJP. Para la evaluacion de los SIFs
se han desarrollado dos interfaces, una por técnica, que permiten seleccionar el conjunto de
puntos alrededor del vértice de la grieta empleados para el calculo de los SIFs. La solucién
se ha llevado a cabo mediante un ajuste por minimos cuadrados (para fotoelasticidad) y
mediante la resoluciéon de un sistema de ecuaciones lineales (para DIC).

Las conclusiones establecidas del analisis de las imagenes generadas son las siguientes:
» El modelo CJP no se ajusta bien en el caso de modos de carga II y mixtos.

» Los modelos de Westergaard y Williams no se ajustan bien cuando existe presencia de
los efectos de tensiones de retardo o de tensiones cortantes entre las caras de la
grieta.
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